
Dynamika

Adam Szmagli«ski

Instytut Fizyki PK

Kraków, 22.10.2016



Pierwsza Zasada Dynamiki Newtona

Ka»de ciaªo pozostaje w spoczynku lub porusza si¦ ruchem jednostajnym
prostoliniowym, je±li nie dziaªaj¡ na nie »adne siªy lub wypadkowa
wszystkich siª jest równa zeru.

~Fw = 0 ⇒ ~v = const

Druga Zasada Dynamiki Newtona

Przyspieszenie ciaªa jest wprost proporcjonalne do wypadkowej siªy
dziaªaj¡cej na to ciaªo i odwrotnie proporcjonalne do jego masy. Kierunek
i zwrot przyspieszenia s¡ zgodne z kierunkiem i zwrotem wektora siªy.

~a =
~Fw
m
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Trzecia Zasada Dynamiki Newtona

Gdy dwa ciaªa oddziaªuj¡ na siebie wzajemnie, to siªa wywierana przez
pierwsze ciaªo na drugie (siªa akcji) jest równa co do warto±ci i przeciwnie
skierowana do siªy, jak¡ ciaªo drugie wywiera na pierwsze (siªa reakcji).
Siªy te nie równowa»¡ si¦, gdy» ka»da przyªo»ona jest do innego ciaªa.

~Fakcji = −~Freakcji
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Przykªady zastosowania II Zasady Dynamiki

1. Rzut uko±ny w jednorodnym polu grawitacyjnym

przyspieszenie ziemskie: ~g = [0,−g ], g ≈ 9, 81 m
s2

pr¦dko±¢ pocz¡tkowa: ~v (t0 = 0) = ~v0 = [v0x , v0y ]
v0x = v0 cosα v0y = v0 sinα
poªo»enie pocz¡tkowe: ~r (t0 = 0) = ~r0 = [x0 = 0, y0]
~Fw = ~Q = m~g ~a =

~Fw
m

= m~g
m

= ~g

~v (t) =
∫
~a dt =

∫
~g dt = ~gt + ~C

~v (0) = ~C = ~v0
~v (t) = ~gt + ~v0 ⇒ vx = v0x vy = −gt + v0y

~r (t) =
∫
~v dt =

∫
(~gt + ~v0) dt = 1

2
~gt2 + ~v0t + ~C

~r (0) = ~C = ~r0
~r (t) = 1

2
~gt2 + ~v0t +~r0 ⇒ x = v0x t y = −1

2
gt2 + v0y t + y0
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Zasi¦g rzutu uko±nego

czas ruchu: y (tk) = 0 ⇒ tk =
v0y+

√
v20y+2gy0

g

zasi¦g: z = x (tk) = v0x

v0y +
√
v20y + 2gy0

g
=

v0xv0y

g

(
1 +

√
1 +

2gy0
v20y

)

=
v20 sin (2α)

2g

(
1 +

√
1 +

2gy0
v20 sin

2 α

)

Dla y0 = 0 zasi¦g: z =
v20
g
sin (2α)

i jest maksymalny gdy sin (2α) = 1⇒ α = π
4

Maksymalna wysoko±¢

vy (tw ) = −gtw + v0y = 0 ⇒ tw =
v0y
g

y (tw ) = −1
2
g
(
v0y
g

)2
+ v0y

v0y
g

+ y0 =
v20y
2g

+ y0 =
v20
2g

sin2 α + y0
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2. Ruch z tarciem proporcjonalnym do pr¦dko±ci (opór lepki)
~F = −k~v , k = const > 0
pr¦dko±¢ pocz¡tkowa: v (0) = v0
poªo»enie pocz¡tkowe: r (0) = 0

Obliczenie pr¦dko±ci

1. opuszczenie zapisu wektorowego: m~a = ~Fw ⇒ ma = −kv
(ustalamy o± wspóªrz¦dnej poªo»enia o zwrocie zwykle zgodnym
z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ ~v0, skªadowe siª przeciwne do osi zapisujemy
z przeciwnym znakiem)
2. separacja zmiennych: v , t: m dv

dt
= −kv ⇒ dv

v
= − k

m
dt

(przeksztaªcamy równanie aby np. wszystkie wyst¡pienia zmiennej v
znajdowaªy si¦ po lewej stronie równania, a zmiennej t po prawej)

3. wykonanie caªkowania: ln |v | = − k
m
t + C ⇒ v (t) = C ′e−

k
m
t

4. podstawienie warunku pocz¡tkowego:
v (0) = C ′ = v0 ⇒ v (t) = v0e

− k
m
t
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Obliczenie poªo»enia

separacja zmiennych r , t: dr
dt

= v0e
− k
m
t ⇒ dr = v0e

− k
m
t dt

wykonanie caªkowania: r (t) = −m
k
v0e
− k
m
t + C

podstawienie warunku pocz¡tkowego:
r (0) = −mv0

k
+ C = 0 ⇒ C = mv0

k

r (t) = mv0
k

[
1− e−

k
m
t
]

zasi¦g graniczny

rg = r (t →∞) = mv0
k
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3. Ruch z tarciem proporcjonalnym do kwadratu pr¦dko±ci (opór
aerodynamiczny) ~F = −kv~v , k = const > 0

pr¦dko±¢ pocz¡tkowa: v (0) = v0
poªo»enie pocz¡tkowe: r (0) = 0

Obliczenie pr¦dko±ci

1. opuszczenie zapisu wektorowego: m~a = ~Fw ⇒ ma = −kv2
2. separacja zmiennych: v , t: m dv

dt
= −kv2 ⇒ −dv

v2
= k

m
dt

3. wykonanie caªkowania: 1
v

= k
m
t + C

4. podstawienie warunku pocz¡tkowego:
1
v0

= C ⇒ 1
v

= kt
m

+ 1
v0

⇒ v (t) = mv0
kv0t+m
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Obliczenie poªo»enia

separacja zmiennych r , t: dr
dt

= mv0
kv0t+m

⇒ dr = mv0 dt
kv0t+m

wykonanie caªkowania:
r (t) = mv0 ln |kv0t + m| 1

kv0
+ C = m

k
ln |kv0t + m|+ C

podstawienie warunku pocz¡tkowego:
r (0) = m

k
ln |m|+ C = 0 ⇒ C = −m

k
ln |m|

r (t) = m
k
ln
∣∣∣kv0m t + 1

∣∣∣
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4. Rzut pionowy w jednorodnym polu grawitacyjnym z oporem
powietrza proporcjonalnym do pr¦dko±ci ~F = m~g − k~v ,
k = const > 0
pr¦dko±¢ pocz¡tkowa: v (0) = v0
poªo»enie pocz¡tkowe: r (0) = 0

Obliczenie pr¦dko±ci

1. opuszczenie zapisu wektorowego: m~a = ~Fw ⇒ ma = −mg − kv

2. separacja zmiennych: v , t: m dv
dt

= −mg − kv ⇒ mdv
kv+mg

= −dt
3. wykonanie caªkowania:
m ln |kv + mg | 1

k
= −t + C ⇒ kv + mg = C ′e−

k
m
t

4. podstawienie warunku pocz¡tkowego:
kv0 + mg = C ′ ⇒ v (t) =

(
v0 + mg

k

)
e−

k
m
t − mg

k

pr¦dko±¢ graniczna

vg = v (t →∞) = −mg
k
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Obliczenie poªo»enia

separacja zmiennych r , t: dr =
[(
v0 + mg

k

)
e−

k
m
t − mg

k

]
dt

wykonanie caªkowania: r (t) = −m
k

(
v0 + mg

k

)
e−

k
m
t − mg

k
t + C

podstawienie warunku pocz¡tkowego:
r (0) = −m

k

(
v0 + mg

k

)
+ C = 0 ⇒ C = m

k

(
v0 + mg

k

)
r (t) = m

k

(
v0 + mg

k

) [
1− e−

k
m
t
]
− mg

k
t
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Inercjalny ukªad odniesienia

to ukªad zwi¡zany z ciaªem poruszaj¡cym si¦ ruchem jednostajnym
prostoliniowym.

Zasada wzgl¦dno±ci (niezmienniczo±ci) Galileusza

Prawa mechaniki s¡ takie same we wszystkich inercjalnych ukªadach
odniesienia. �adne zjawisko mechaniczne nie wyró»nia jednego ukªadu
spo±ród innych.

Zaªó»my, »e ukªad inercjalny U ′ porusza si¦ wzgl¦dem drugiego ukªadu
inercjalnego U z pr¦dko±ci¡ ~u. Dla czasu t = 0 pocz¡tki ukªadów
wspóªrz¦dnych si¦ pokrywaj¡.
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Transformacja Galileusza

wi¡»e ze sob¡ wspóªrz¦dne wektorów poªo»enia danego punktu w obu
ukªadach: ~r ′ = ~r − ~ut, a czas w obu ukªadach pªynie tak samo t ′ = t.

Po zró»niczkowaniu wspóªrz¦dnych wzgl¦dem czasu otrzymujemy:

~v ′ = ~v − ~u

Kolejne ró»niczkowanie daje przyspieszenie � niezmiennik transformacji:

~a′ = ~a

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 13 / 35



Transformacja Galileusza

wi¡»e ze sob¡ wspóªrz¦dne wektorów poªo»enia danego punktu w obu
ukªadach: ~r ′ = ~r − ~ut, a czas w obu ukªadach pªynie tak samo t ′ = t.

Po zró»niczkowaniu wspóªrz¦dnych wzgl¦dem czasu otrzymujemy:

~v ′ = ~v − ~u

Kolejne ró»niczkowanie daje przyspieszenie � niezmiennik transformacji:

~a′ = ~a

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 13 / 35



Transformacja Galileusza

wi¡»e ze sob¡ wspóªrz¦dne wektorów poªo»enia danego punktu w obu
ukªadach: ~r ′ = ~r − ~ut, a czas w obu ukªadach pªynie tak samo t ′ = t.

Po zró»niczkowaniu wspóªrz¦dnych wzgl¦dem czasu otrzymujemy:

~v ′ = ~v − ~u

Kolejne ró»niczkowanie daje przyspieszenie � niezmiennik transformacji:

~a′ = ~a

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 13 / 35



Nieinercjalny ukªad odniesienia

to ukªad zwi¡zany z ciaªem poruszaj¡cym si¦ z przyspieszeniem.

Siªy bezwªadno±ci

W ukªadzie nieinercjalnym pojawiaj¡ si¦ dodatkowe siªy pozorne zwane
siªami bezwªadno±ci. S¡ one skierowane przeciwnie do przyspiesze«.
Nazwa siª pozornych pochodzi st¡d, »e obserwator zwi¡zany z ukªadem
inercjalnym ich nie dostrzega.

F ′ = ma′

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 14 / 35



Nieinercjalny ukªad odniesienia

to ukªad zwi¡zany z ciaªem poruszaj¡cym si¦ z przyspieszeniem.

Siªy bezwªadno±ci

W ukªadzie nieinercjalnym pojawiaj¡ si¦ dodatkowe siªy pozorne zwane
siªami bezwªadno±ci. S¡ one skierowane przeciwnie do przyspiesze«.
Nazwa siª pozornych pochodzi st¡d, »e obserwator zwi¡zany z ukªadem
inercjalnym ich nie dostrzega.

F ′ = ma′

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 14 / 35



Transformacja w ukªadzie nieinercjalnym

Wprowadzamy dwa ukªady wspóªrz¦dnych: laboratoryjny U (nieruchomy �
zwi¡zany z nami) oraz ukªad ruchomy U ′.

Poªo»enie danej cz¡stki w ukªadzie nieruchomym okre±la wektor ~r ,
w ukªadzie ruchomym ~r ′:

~r = ~r0 +~r ′

gdzie ~r0 oznacza poªo»enie pocz¡tku ukªadu U ′ w ukªadzie U.
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Po podzieleniu przez czas trwania przemieszczenia dt otrzymujemy
transformacj¦ pr¦dko±ci:

~v = ~v0 + ~v ′ + ~ω ×~r ′ = ~v ′ + ~vu

gdzie ~v oznacza pr¦dko±¢ cz¡stki wzgl¦dem ukªadu nieruchomego,
~v ′ � wzgl¦dem ruchomego, a ~vu = ~v0 + ~ω ×~r ′ pr¦dko±¢ unoszenia zªo»on¡
z pr¦dko±ci translacji ~v0 i pr¦dko±ci rotacji ~ω ×~r ′, ~ω = d ~ϕ

dt
jest pr¦dko±ci¡

k¡tow¡ obrotu ukªadu U ′.

Poprzez zró»niczkowanie transformacji pr¦dko±ci otrzymujemy:

d~v

dt
=

d~v0
dt

+

(
d~v ′

dt
+

d ~ϕ

dt
× ~v ′

)
+

d~ω

dt
×~r ′ + ~ω ×

(
d~r ′

dt
+

d ~ϕ

dt
×~r ′

)
gdzie d~v ′ odpowiada zmianie pr¦dko±ci cz¡stki mierzonej w ukªadzie U ′,
d ~ϕ× ~v ′ odpowiada obrotowi wektora pr¦dko±ci.
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Transformacja przyspieszenia

~a = ~a0 +~a′ + 2~ω × ~v ′ + ~ε×~r ′ + ~ω ×
(
~ω ×~r ′

)

~r ′ mo»na rozªo»y¢ na skªadowe równolegª¡ i prostopadª¡ do osi obrotu ~ω:
~r ′ = ~r ′‖ +~r ′⊥.

Przyspieszenie do±rodkowe

~ω ×
(
~ω ×~r ′

)
= ~ω ×

~ω ×~r ′‖︸ ︷︷ ︸
0

+~ω ×~r ′⊥

 =

~ω ·~r ′⊥︸ ︷︷ ︸
0

 ~ω − ω2~r ′⊥ = −ω2~r ′⊥

−ω2~r ′⊥ = ~an jest przyspieszeniem do±rodkowym wynikaj¡cym z obrotu
cz¡stki wraz z ukªadem.
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Przyspieszenie k¡towe ~ε

ukªadu U ′ mo»na rozªo»y¢ na dwie skªadowe: równolegª¡ i prostopadª¡ do
pr¦dko±ci k¡towej ~ω = ω îω:

~ε =
d
(
ω îω

)
dt

=
dω

dt
îω + ω

d îω

dt
= ~ε‖ + ~ε⊥

îω = const⇒ ~ε = ~ε‖ ω ≡ |ω| = const⇒ ~ε = ~ε⊥

Przyspieszenie styczne

zwi¡zane z obrotem ukªadu ~ε×~r ′ = ~at

Przyspieszenie Coriolisa

2~ω × ~v ′ = ~aC
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îω + ω

d îω
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îω = const⇒ ~ε = ~ε‖ ω ≡ |ω| = const⇒ ~ε = ~ε⊥

Przyspieszenie styczne

zwi¡zane z obrotem ukªadu ~ε×~r ′ = ~at

Przyspieszenie Coriolisa

2~ω × ~v ′ = ~aC

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 18 / 35



Transformacja przyspieszenia

~a = ~a′ +~au +~aC

gdzie ~au = ~a0 +~an +~at jest przyspieszeniem unoszenia wektora ~a′ przez
ukªad U ′, poniewa» przedstawia ono przyspieszenie wzgl¦dem ukªadu U

cz¡stki spoczywaj¡cej w ukªadzie U ′.
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Ziemia jako ukªad odniesienia

W wielu zagadnieniach dynamiki Ziemi¦ traktujemy jako ukªad inercjalny.
Wykonuje ona jednak zªo»one ruchy obrotowe: biegnie z pr¦dko±ci¡
29 km/s po elipsie dookoªa Sªo«ca i wiruje wokóª wªasnej osi z pr¦dko±ci¡
k¡tow¡ ω = 2π/T = 7, 25 · 10−5 s−1.

Ruch wirowy

W ukªadzie zwi¡zanym z Ziemi¡ zapisujemy równanie ruchu pod dziaªaniem
siªy ~F w postaci: m~a′ = ~F .
Gdy uwzgl¦dnimy nieinercjalno±¢ tego ukªadu zwi¡zan¡ z ruchem wirowym
Ziemi otrzymujemy: m~a′ = ~F + mω2~r ′⊥ − 2m~ω × ~v ′
gdzie ~r ′ jest promieniem wodz¡cym cz¡stki w ukªadzie sztywno zwi¡zanym
z Ziemi¡, o pocz¡tku w jej ±rodku, ~v ′ pr¦dko±ci¡ cz¡stki w tym ukªadzie.

Siªa przyci¡gania przez Sªo«ce

znosi si¦ z siª¡ bezwªadno±ci zwi¡zan¡ z przyspieszeniem Ziemi wzgl¦dem
Sªo«ca.
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Wpªyw na przyspieszenie Ziemskie

Aby oceni¢ bª¡d, jaki popeªniamy uwa»aj¡c Ziemi¦ za uklad inercjalny, czyli
pomijaj¡c siª¦ od±rodkow¡ i siª¦ Coriolisa, porównujemy ich warto±ci z siª¡
ci¦»ko±ci.

Siªa od±rodkowa
na powierzchni Ziemi r ′ = R :

Fr = mω2R sin^
〈
~ω;~r ′

〉
= mω2R cosϕ

gdzie ϕ jest szeroko±ci¡ geogra�czn¡.
Poprzez podzielenie maksymalnej warto±ci siªy od±rodkowej przez ci¦»ar
ciaªa otrzymujemy: mω2R/(mg) ≈ 0, 003 4

Spªaszczenie Ziemi

wzdªu» jej osi obrotu okoªo 21 km powoduje wzrost ró»nicy mierzonego
przyspieszenia ziemskiego na biegunach i równiku: gB − gR ≈ 0, 051 9m/s2
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Wpªyw siªy Coriolisa

Siªa Coriolisa
FC = 2mωv ′ sin^ 〈~ω;~v ′〉 jest najwi¦ksza, gdy ciaªo porusza si¦ prostopadle
do kierunku ziemskiej osi. Aby siªa Coriolisa byªa porównywalna z siª¡
ci¦»ko±ci, to musiaªo by si¦ porusza¢ z pr¦dko±ci¡ v ′ = 66 km/s.

Wspóªczesne lotnictwo musi uwzgl¦dnia¢ siª¦ Coriolisa w nawigacji.

Tory ciaª spadaj¡cych swobodnie

s¡ odchylane od pionu w kierunku wschodnim przez siª¦ Coriolisa.

Tory ciaª poruszaj¡cych si¦ równolegle do powierzchni Ziemi

s¡ odchylane w prawo na póªkuli póªnocnej, a w lewo na poªudniowej.
Wynika to z zastosowania reguªy ±ruby prawoskr¦tnej dla siªy Coriolisa.
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Masy powietrza pªyn¡ce nad Ziemi¡

od wy»u do ni»u s¡ odchylane przez siª¦ Coriolisa, co prowadzi do
pojawienia si¦ wirów opªywaj¡cych o±rodki ni»owe przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara na póªkuli póªnocnej, a na poªudniowej zgodnie.

Wpªyw przyspieszenia Coriolisa musi by¢ uwzgl¦dniany przy obliczaniu
torów pocisków, rakiet i sztucznych satelitów. Na póªkuli póªnocnej
powoduje ono silniejsze podmywanie prawych brzegów rzek i np. zu»ywanie
torów kolejowych.

Wahadªo Foucaulta
Pod dziaªaniem siªy Coriolisa pªaszczyzna waha« wahadªa matematycznego
obraca si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ równ¡ lokalnej skªadowej pr¦dko±ci obrotu
Ziemi: ωF = ωZ sinϕ.
Obserwator inercjalny powie, »e to pªaszczyzna horyzontu obraca si¦ pod
nieruchom¡ pªaszczyzn¡ wahadªa. Obrót pªaszczyzny drga« wahadªa

Foucaulta w Polsce wynosi od 30 do 32 godzin.
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Siªy zachowawcze

Parametry stanu

Stan mechaniczny cz¡stki okre±laj¡ dwie wielko±ci:
poªo»enie ~r i pr¦dko±¢ ~v , zwane parametrami stanu.

Praca
siªy dziaªaj¡cej na drodze pomi¦dzy punktami A i B:

WAB =

B∫
A

~F · d~r =

B∫
A

m
d~v

dt
· d~r = m

B∫
A

~v · d~v =
1
2
mv2

∣∣B
A

= ∆EK

Energia kinetyczna jest funkcj¡ stanu: EK = 1
2
mv2.
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Pole siª zachowawczych

to pole w którym praca zale»y tylko od poªo»enia pocz¡tkowego
i ko«cowego.

Praca siª zachowawczych nie zale»y od wyboru drogi: W =
∮
~Fzach · d~r = 0

Przykªady pól zachowawczych

pole centralne, w którym kierunek dziaªania siªy przechodzi przez
nieruchome centrum, a jej warto±¢ zale»y tylko od odlegªo±ci od tego
centrum,
pole jednorodne, w którym kierunek i zwrot dziaªaj¡cej siªy jest ten sam
w ka»dym punkcie.

Przykªady pól niezachowawczych

siªy tarcia, opru wiskotycznego (~F = −b~v), oporu aerodynamicznego.
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Energia potencjalna

Je±li ~F jest siª¡ zachowawcz¡, to energia potencjalna ciaªa w punkcie B,
wzgl¦dem punktu A:

EP (B) = EP (A)−
B∫
A

~F · d~r

Siªa pola

Je±li cz¡stka podlega elementarnemu przemieszczeniu dx ,
to elementarna zmiana jej energii potencjalnej: dEP = −Fx dx .
St¡d siªa danego pola: ~F = −gradEP .

Potencjaª pola

to stosunek energii potencjalnej ciaªa w danym polu do ªadunku (masy)
tego ciaªa.

V = EP
q

lub V = EP
m
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Powierzchnia ekwipotencjalna

to powierzchnia zªo»ona z punktów o jednakowym potencjale.

Nat¦»enie pola

to stosunek siªy pola dziaªaj¡cej na ciaªo próbne do ªadunku (masy) tego
ciaªa. �adunek próbny to ªadunek dodatni, na tyle maªy aby nie zakªócaª
mierzonego pola.

~E =
~F
q

lub ~E =
~F
m

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 27 / 35



Powierzchnia ekwipotencjalna

to powierzchnia zªo»ona z punktów o jednakowym potencjale.

Nat¦»enie pola

to stosunek siªy pola dziaªaj¡cej na ciaªo próbne do ªadunku (masy) tego
ciaªa. �adunek próbny to ªadunek dodatni, na tyle maªy aby nie zakªócaª
mierzonego pola.

~E =
~F
q

lub ~E =
~F
m

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 27 / 35



Dla ka»dej funkcji skalarnej V klasy C 2 zachodzi:
rot gradV = ~∇× ~∇V = 0
~∇× ~∇EP = −~∇× ~F = 0
Nat¦»enie pola: ~E = −gradV .

Warunki Schwartza

na to, aby pole ~E posiadaªo potencjaª:

~∇× ~E = 0

∂Ez
∂y

=
∂Ey
∂z

∂Ex
∂z

=
∂Ez
∂x

∂Ey
∂x

=
∂Ex
∂y
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Prawo Gaussa

Elementowi powierzchni ds mo»na przyporz¡dkowa¢ wektor o kierunku
prostopadªym do niego i zwrocie skierowanym na zewn¡trz powierzchni
zamkni¦tej.

Strumie« pola

przechodz¡cy przez powierzchni¦ o polu S : Ψ =
∫
S

~E · d~s

Prawo Gaussa
Caªkowity strumie« pola przechodz¡cy przez zamkni¦t¡ powierzchni¦ jest
proporcjonalny do ªadunku (masy) zawartego w obszarze zamkni¦tym t¡
powierzchni¡.

Ψ = Q
ε lub Ψ = M

k

ε � przenikalno±¢ elektryczna o±rodka

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 29 / 35



Prawo Gaussa

Elementowi powierzchni ds mo»na przyporz¡dkowa¢ wektor o kierunku
prostopadªym do niego i zwrocie skierowanym na zewn¡trz powierzchni
zamkni¦tej.

Strumie« pola

przechodz¡cy przez powierzchni¦ o polu S : Ψ =
∫
S

~E · d~s

Prawo Gaussa
Caªkowity strumie« pola przechodz¡cy przez zamkni¦t¡ powierzchni¦ jest
proporcjonalny do ªadunku (masy) zawartego w obszarze zamkni¦tym t¡
powierzchni¡.

Ψ = Q
ε lub Ψ = M

k

ε � przenikalno±¢ elektryczna o±rodka

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 29 / 35



Prawo Gaussa

Elementowi powierzchni ds mo»na przyporz¡dkowa¢ wektor o kierunku
prostopadªym do niego i zwrocie skierowanym na zewn¡trz powierzchni
zamkni¦tej.

Strumie« pola

przechodz¡cy przez powierzchni¦ o polu S : Ψ =
∫
S

~E · d~s

Prawo Gaussa
Caªkowity strumie« pola przechodz¡cy przez zamkni¦t¡ powierzchni¦ jest
proporcjonalny do ªadunku (masy) zawartego w obszarze zamkni¦tym t¡
powierzchni¡.

Ψ = Q
ε lub Ψ = M

k

ε � przenikalno±¢ elektryczna o±rodka

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 29 / 35



Prawo Coulomba, Prawo Powszechnego Ci¡»enia

W przypadku ªadunku (masy) rozªo»onego równomiernie i sferycznie
symetrycznie wzgl¦dem obejmuj¡cej go sfery o promieniu R ,
otrzymujemy równanie na nat¦»enie pola na powierzchni tej sfery:
Ψ = 4πR2E = Q

ε ⇒ E = 1
4πε

Q
R2 st¡d siªa: F = qE = k qQ

R2

Ψ = 4πR2E = M
k ′ ⇒ E = 1

4πk ′
M
R2 F = mE = G mM

R2
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�wiatªo±¢ (g¦sto±¢ k¡towa strumienia ±wietlnego) I

w danym kierunku to stosunek strumienia energii promieniowania
widzialnego Φ do wielko±ci k¡ta bryªowego ω, jakiemu on odpowiada:

I = dΦ
dω ⇒ dΦ = I dω

Punktowe ¹ródªo ±wiatªa o ±wiatªo±ci we wszystkich kierunkach równej
jednej kandeli wysyªa na ka»dy steradian k¡ta bryªowego strumie« ±wietlny

równy jednemu lumenowi: 1 lm = 1 cd · 1 sr .
W tych warunkach caªkowity strumie« ±wietlny wysyªany przez ¹ródªo
wynosi 4π lm.

Niejednakowa wra»liwo±¢ oka ludzkiego na ró»ne barwy ±wiatªa decyduje
o tym, »e dla ró»nych ¹ródeª monochromatycznych wyst¦puje ró»ny
stosunek odpowiadaj¡cych sobie lumenów i watów. Dla ±wiatªa o dªugo±ci
555 nm, odpowiadaj¡cej najwi¦kszej wra»liwo±ci oka mamy
najkorzystniejszy stosunek 620 lm/W .

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 31 / 35



�wiatªo±¢ (g¦sto±¢ k¡towa strumienia ±wietlnego) I

w danym kierunku to stosunek strumienia energii promieniowania
widzialnego Φ do wielko±ci k¡ta bryªowego ω, jakiemu on odpowiada:

I = dΦ
dω ⇒ dΦ = I dω

Punktowe ¹ródªo ±wiatªa o ±wiatªo±ci we wszystkich kierunkach równej
jednej kandeli wysyªa na ka»dy steradian k¡ta bryªowego strumie« ±wietlny

równy jednemu lumenowi: 1 lm = 1 cd · 1 sr .
W tych warunkach caªkowity strumie« ±wietlny wysyªany przez ¹ródªo
wynosi 4π lm.

Niejednakowa wra»liwo±¢ oka ludzkiego na ró»ne barwy ±wiatªa decyduje
o tym, »e dla ró»nych ¹ródeª monochromatycznych wyst¦puje ró»ny
stosunek odpowiadaj¡cych sobie lumenów i watów. Dla ±wiatªa o dªugo±ci
555 nm, odpowiadaj¡cej najwi¦kszej wra»liwo±ci oka mamy
najkorzystniejszy stosunek 620 lm/W .

Adam Szmagli«ski (IF PK) Dynamika Kraków, 22.10.2016 31 / 35



Nat¦»enie o±wietlenia E

wyra»a strumie« ±wietlny przypadaj¡cy na jednostk¦ powierzchni: E = dΦ
dS

.
Nat¦»enie o±wietlenia równe jednemu luksowi panuje na powierzchni kuli
o promieniu 1m, w ±rodku której znajduje si¦ punktowe ¹ródªo o ±wiatªo±ci
jednakowej we wszystkich kierunkach i równej 1 cd : 1 lx = 1 lm

m2 .
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Energia potencjalna

Energi¦ potencjaln¡ w punkcie A oraz poªo»enie tego punktu wybieramy
tak, aby posta¢ wzoru byªa najbardziej dogodna.
np. energia potencjalna grawitacyjna:

EP (B) = EP (∞)−
B∫
∞
~Fzew · d~r = −

R∫
∞
−G mM

r2
dr = GmM

R∫
∞

dr
r2

= −G mM
R

lub elektrostatyczna:

EP (B) = EP (∞)−
B∫
∞
~Fzew · d~r = −

R∫
∞

k qQ
r2

dr = −kqQ
R∫
∞

dr
r2

= k qQ
R

Energia potencjalna grawitacyjna na niewielkiej wysoko±ci h

ponad Ziemi¡ liczona wzgl¦dem powierzchni Ziemi:

EP (h) = EP (Rz + h)− EP (Rz) = −GmM

(
1

Rz + h
− 1

Rz

)
= GmM

h

(Rz + h)Rz
≈ G

mM

R2
z

h = Fgh = mgh
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Energia mechaniczna cz¡stki

jest sum¡ jej energii kinetycznej i potencjalnej: EM = EK + EP

Zasada Zachowania Energii Mechanicznej

Energia mechaniczna podczas ruchu cz¡stki pod dziaªaniem siªy
zachowawczej pozostaje staªa.

Je±li podczas ruchu ciaªa wyst¦puje siªa tarcia, to energia mechaniczna
ulega zmianie na energi¦ wewn¦trzn¡ ciaª tr¡cych.

Caªkowita energia ukªadu

si¦ nie zmienia. Energia danego rodzaju mo»e zmienia¢ si¦ w inny.
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P¦d ciaªa

to iloczyn jego masy i pr¦dko±ci: ~p = m~v

Uogólniona Druga Zasada Dynamiki

~F =
d~p

dt

~F =
d~p

dt
=

d (m~v)

dt
=

dm

dt
~v + m

d~v

dt︸︷︷︸
~a

Zasada Zachowania P¦du

Je±li siªa dziaªaj¡ca na ukªad jest równa zeru, to jego p¦d nie ulega zmianie.

~F =
d~p

dt
= 0 ⇒ ~p = const
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