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Podstawy dynamiki bryty sztywnej

Bryta sztywna
to uktad czastek o niezmiennych wzajemnych odlegtosciach.
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Podstawy dynamiki bryty sztywnej

Bryta sztywna
to uktad czastek o niezmiennych wzajemnych odlegtosciach.

Podstawowe znaczenie dla opisu ruchu uktadu jako catosci jest ruch
szczegblnego punktu - srodka masy uktadu

\
| A\

Srodek masy

reprezentuje ukfad, wiec pod wptywem wypadkowe] sit zewnetrznych
porusza sie jak czastka o masie réwnej masie uktadu:

N N
mds = E m;a; gdzie m= E mj
i=1 i=1

stad przyspieszenie srodka masy: 35 = % > m;a;
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Poprzez kolejne catkowania otrzymujemy predkos¢ i potozenie srodka masy
uktadu:

3IH

N LN
Z fs = o5 > Mif;
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N LN
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Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej Krakéw, 27.10.2016 3/28



Poprzez kolejne catkowania otrzymujemy predkos¢ i potozenie srodka masy
uktadu:

3IH

N LN
Z fs = o5 > Mif;

wzgledem poczatku uktadu: m;r;

Ped srodka masy jest réwny pedowi uktadu: p; = mvs = > m;v; = p
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Poprzez kolejne catkowania otrzymujemy predkos¢ i potozenie srodka masy
uktadu:

N LN
Z fo = — >, mjF;

i=1 i=1

3IH

wzgledem poczatku uktadu: m;r;

N
Ped srodka masy jest réwny pedowi uktadu: p; = mvs = > m;v; = p J

Wypadkowa sit zewnetrznych: F = d—ﬁ = dcﬁs J
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Zasada zachowania pedu srodka masy

-

F=0 = ps=const
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Zasada zachowania pedu srodka masy

-

F=0 = ps=const

Wtedy $rodek masy uktadu odosobnionego porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym, niezaleznie od tego jak poruszaja sie inne
czastki ukfadu.
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F=0 = ps=const

Wtedy $rodek masy uktadu odosobnionego porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym, niezaleznie od tego jak poruszaja sie inne
czastki ukfadu.

Moment pedu

czastki wzgledem przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych osi
prostopadtej do ptaszczyzny utworzonej przez wektory pedu i potozenia:
L=rxp
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Zasada zachowania pedu srodka masy

-

F=0 = ps=const

Wtedy $rodek masy uktadu odosobnionego porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym, niezaleznie od tego jak poruszaja sie inne
czastki ukfadu.

Moment pedu

czastki wzgledem przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych osi
prostopadtej do ptaszczyzny utworzonej przez wektory pedu i potozenia:
L=rxp

dziatajacej na czastke: M =F x F
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Moment pedu i moment sity
dl_ d(Fxp) _ y
dt  dt dt  dt ——
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Moment pedu i moment sity

dlL  d(Fxp) . dp dF _ . - . . =
dt dt d dt + t = * mL()J

Zasada Zachowania Momentu Pedu

Jezeli moment dziatajacych na ukfad sit jest réwny zeru, to moment pedu
uktadu pozostaje staty:

%:M:O = [ = const

Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej Krakéw, 27.10.2016 5 /28



Moment bezwtadnosci

Z transformacji predkosci uktadu obracajacego sie z predkoscia katowa &
wokét srodka masy do laboratoryjnego predkosé i-tej czastki:

V=V X T

Vs — predkos¢ srodka masy
ri — potozenie czastki w uktadzie srodka masy
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Moment bezwtadnosci

Z transformacji predkosci uktadu obracajacego sie z predkoscia katowa &
wokét srodka masy do laboratoryjnego predkosé i-tej czastki:

V=V X T

Vs — predkos¢ srodka masy
ri — potozenie czastki w uktadzie srodka masy

Energia kinetyczna jest suma energii czastek:

N
Z%'-—%Z i (Vs + @ x 7)?
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Moment bezwtadnosci

Z transformacji predkosci uktadu obracajacego sie z predkoscia katowa &
wokét srodka masy do laboratoryjnego predkosé i-tej czastki:

V=V X T

Vs — predkos¢ srodka masy
ri — potozenie czastki w uktadzie srodka masy

Energia kinetyczna jest suma energii czastek:

N
Z% '-=%Z i (Vs +@ x 7)?

(Vs +@xF)? = V242V (@ XF)+ (3 xF)>

= V2420 (F X Vs) +w?rPsin® < (@ F)
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N N N
1 — —
Ex = = mjvs + @ E miri | Xvs + ~w E mjr? sin? << (@; ;)
i=1 I:l i=1
—_———
0
I >, 1,5
= —-mvi+ -lw
2" ) )
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1 1 : o
Ex = P lmivs2+u7- Z;m,'?,' XVS+§w2;m;r?5|n2<<w;r;>
= I= I=
—_———
0
1 2. 1.5
= Emvs—I—Elw

v

Moment bezwtadnosci

bryty wzgledem danej osi jest suma iloczynéw mas czastek i kwadratéw ich
odlegtosci od osi.
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i=1 i=1 i=1
—_———
0
1 2 1 2
= §mvs + Elw

Moment bezwtadnosci

bryty wzgledem danej osi jest suma iloczynéw mas czastek i kwadratéw ich
odlegtosci od osi.

Moment bezwfadnosci bryty ciagtej obliczamy, zastepujac masy czastek
elementami masy ciata: dm = pdV

I=/r2dm:/pr2dV

m 14

v
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Przyktady obliczen momentu bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci jednorodnego walca wzgledem jego osi:

R R
I = [ rPph2rrdr=2mph [ r3dr = %7rth4 = %ml:\’2
0 0
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Przyktady obliczen momentu bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci jednorodnego walca wzgledem jego osi:

R R
I = [rPph2rrdr=2mph [r3dr= %thl?4 = %ml:\’2
0 0

Moment bezwtadnosci jednorodnej kuli:

R R
I = /r2p2\/ R? — rP27trdr = 47rp/ VR2 —r2r3dr={R* - r* =t}
0 0

0
2 2 0
= 2wp/(t—R2)\/?dt=27rp Z¢5/2 _ ZR23/2
5 3 R2
R2

1 1 8 2
= 4mp | =R® — =R | = —7pR® = =mR?
3 5 15 5
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Moment bezwtadnosci cienkiego, jednorodnego preta wzgledem
prostopad’(ej do niego osi przechodzacej przez jego koniec i $rodek:
IK—f’yrzdr—fy3r3|0 Fml? =
L/2
L/2
[ artdr=~ %"3‘—/L/2 = mL?
—L/2
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Moment bezwtadnosci cienkiego, jednorodnego preta wzgledem
prostopad’rej do niego osi przechodzacej przez jego koniec i $rodek:

f7r2dr—fy3r3}0 Fml? y="mo
L/2

1,3|L/2 1
Lf/2 yr?dr =1~ §r3‘_L/2 = &ml?

| A\

Twierdzenie Steinera

Moment bezwtadnosci sztywnego uktadu czastek wzgledem dowolnej osi
réwny jest sumie momentu bezwtadnosci s wzgledem réwnolegtej do nigj
osi, przechodzacej przez srodek masy i iloczynu masy uktadu przez kwadrat
odlegtosci pomiedzy osiami.

| = I + md?
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Moment bezwtadnosci cienkiego, jednorodnego preta wzgledem
prostopad’rej do niego osi przechodzacej przez jego koniec i $rodek:

f7r2dr—fy3r3‘0 Fml? y="mo
L/2
L/2
7 o = 31 = i
—L/2

Twierdzenie Steinera

Moment bezwtadnosci sztywnego uktadu czastek wzgledem dowolnej osi
réwny jest sumie momentu bezwtadnosci s wzgledem réwnolegtej do nigj
osi, przechodzacej przez srodek masy i iloczynu masy uktadu przez kwadrat
odlegtosci pomiedzy osiami.

| = I + md?

np. dla cienkiego, jednorodnego preta: | = 5mL2 4+ m (%L)2 = iml? J
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Dowdd: potozenie i-tej masy podnosimy do kwadratu

r; = FLj + ); — sktadowe: prostopadta i réwnolegta do osi

N g 2 N 2 A 7 N 2 2 & 2
> mj (d+r,-> = mid +2 E mjri-d + Y mir? = md* + E mire;
i=1 i=1 | i=1 i=1
—— ———
0 I
N
A Z mir”,'
i=1
v
Krakéw, 27.10.2016 11 / 28




Dowdd: potozenie i-tej masy podnosimy do kwadratu

r; = FLj + ); — sktadowe: prostopadta i réwnolegta do osi

N - 2 N N e N
Zm(mw):zﬁmhagyﬁd+zmﬁ:m#+2ﬁﬁ,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

—— ———
0 I

N

=2

+ 2 mifj;
i=1

potozenie i-tej masy rozdzielamy na czesci:

prostopadta i réwnolegta do osi

(0~ Em[(0) 1] - o)

i=1

-~

/

N

=2

+ 2, mil;
i=1
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Gtéwne osie bezwtadnosci

sg osiami dla ktérych momenty bezwtadnosci przyjmuja wartosci
ekstremalne i nazywaja sie gféwnymi momentami bezwfadnosci.
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Gtéwne osie bezwtadnosci

\
\ |
\
N
N

sg osiami dla ktérych momenty bezwtadnosci przyjmuja wartosci
ekstremalne i nazywaja sie gféwnymi momentami bezwfadnosci.

@-L

N|=
r\)l'—‘
N|—=

By am= 7Gx d

G- [FxvVdm=
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Gtéwne osie bezwtadnosci

sg osiami dla ktérych momenty bezwtadnosci przyjmuja wartosci
ekstremalne i nazywaja sie gféwnymi momentami bezwfadnosci.

\
\
N
\ |

@-L

N—=
NI»—\
N

:%f [V (& xT7) G- [Fxvdm=

V2 = (@xPP=@x7) (@x7F)=w?r?— (3 7)°
= (w2 +w}2, +w2) (X + y? + 2%) — (wex +wyy + wyz)?
= w)% (y2 I 22) +w}2, (x2 +z2) +w§ (x2 +y2)

—2wWxWy Xy — 2WxWzXZ — 2WyWzyZz
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1 1
Ex = Ewi/(ﬁ—i—zz) dm+§w}2,/(x2+22) dm
1
52 / (< +y?) dm
_wxwy/xy dm—wxwz/xz dm—wywz/yz dm

(hoew + lyyw? + lzzw? + 2qwywy + 2hewiw; + 2wy w;)

N —

v
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1 1
Ex = Ewi/(ﬁ—i—zz) dm+§w}2,/(x2+22) dm
1
+§w§/ (x* +y?) dm
_wxwy/xy dm—wxwz/xz dm—wywz/yz dm

(/xxwﬁ + Iywa, + Izzw§ + 2hywywy + 2l wywz + 2Iyzwywz)

N —

v

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi uktadu:
L = f (y2 +z2) dm, l,, = f (x2 -1—22) dm, I, = f (X2 -|—y2) dm.
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1 1
Ex = Ewi/(yz—i—zz) dm+§w}2,/(x2+22) dm
1
+§w§/ (x* +y?) dm
_wxwy/xy dm—wxwz/xz dm—wywz/yz dm

(/xxwﬁ + Iywa, + Izzw§ + 2hywywy + 2l wywz + 2Iyzwywz)

N —

v

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi uktadu:
L = f (y2 +z2) dm, l,, = f (x2 -1—22) dm, I, = f (X2 -|—y2) dm.

Momenty zboczenia:
by =—[xydm, i, = — [ xzdm, |, = — [ yzdm.
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Jesli jako osie uktadu przyjmiemy gtéwne osie bezwtadnosci, to momenty
wzgedem osi beda gféwnymi momentami bezwtadnosci: I, b, I,
a charakteryzujace asymetrie momenty zboczenia znikna:

EK = % (Ilw% + Izwg + /3(4}%)
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Jesli jako osie uktadu przyjmiemy gtéwne osie bezwtadnosci, to momenty
wzgedem osi beda gféwnymi momentami bezwtadnosci: I, b, I,
a charakteryzujace asymetrie momenty zboczenia znikna:

EK = % (Ilw% + Izwg + /30032,)

Wartosci gfownych momentéw bezwitadnosci zaleza od ksztattu ciata:
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Jesli jako osie uktadu przyjmiemy gtéwne osie bezwtadnosci, to momenty
wzgedem osi beda gféwnymi momentami bezwtadnosci: I, b, I,
a charakteryzujace asymetrie momenty zboczenia znikna:

Ex = % (Ilw% + Izu)% + /3&)32))

Wartosci gfownych momentéw bezwitadnosci zaleza od ksztattu ciata:
@ bak kulisty (b = h, = I3) — wybér osi gtéwnych dowolny,
@ bak symetryczny (I # I = I3) — osie gtéwne to 0$ /1 oraz dwie osie
prostopadte do nigj i do siebie wzajemnie,
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Jesli jako osie uktadu przyjmiemy gtéwne osie bezwtadnosci, to momenty
wzgedem osi beda gféwnymi momentami bezwtadnosci: I, b, I,
a charakteryzujace asymetrie momenty zboczenia znikna:

Ex = % (Ilw% + Izwg + /3&)32))

Wartosci gfownych momentéw bezwitadnosci zaleza od ksztattu ciata:
@ bak kulisty (b = h, = I3) — wybér osi gtéwnych dowolny,
@ bak symetryczny (I # I = I3) — osie gtéwne to 0$ /1 oraz dwie osie
prostopadte do nigj i do siebie wzajemnie,

@ bak niesymetryczny (h # b # I3 # I) — osie gtéwne prostopadte do
siebie i scisle okreslone.
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Jesli jako osie uktadu przyjmiemy gtéwne osie bezwtadnosci, to momenty
wzgedem osi beda gféwnymi momentami bezwtadnosci: I, b, I,
a charakteryzujace asymetrie momenty zboczenia znikna:

Ex = % (Ilw% = Izwg + /3&)?2’)

Wartosci gfownych momentéw bezwitadnosci zaleza od ksztattu ciata:
@ bak kulisty (b = h, = I3) — wybér osi gtéwnych dowolny,

@ bak symetryczny (I # I = I3) — osie gtéwne to 0$ /1 oraz dwie osie
prostopadte do nigj i do siebie wzajemnie,

@ bak niesymetryczny (h # b # I3 # I) — osie gtéwne prostopadte do
siebie i scisle okreslone.

Jesli ciato ma o$ symetrii, to bedzie ona jedna z gtéwnych osi bezwtadnosci.
Jesli ciato ma ptaszczyzne symetrii, to dwie gtéwne osie bezwtadnosci beda
lezaty w tej ptaszczyznie.
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W szczegdlosci dla uktadu lezacego w ptaszczyznie, moment wzgledem osi
prostopadtej do ptaszczyzny jest suma dwéch pozostatych:
b= [(x*+y?) dn= [x>dm+ [y*dm=h+ b

Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej Krakéw, 27.10.2016 15 / 28



W szczegdlosci dla uktadu lezacego w ptaszczyznie, moment wzgledem osi
prostopadtej do ptaszczyzny jest suma dwéch pozostatych:
b= [(x*+y?) dn= [x>dm+ [y*dm=h+ b

Gdy mamy uktad liniowy, rozmieszczony wzdtuz linii prostej czyli rotator,
moment wzgledem tej prostej znika a pozostate momenty gtéwne sg sobie
réwne:

I3:0, I1:I2:f22dm
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W szczegdlosci dla uktadu lezacego w ptaszczyznie, moment wzgledem osi
prostopadtej do ptaszczyzny jest suma dwéch pozostatych:
I3 :f(x2+y2) dm:fx2dm+fy2dm:/1+lz

Gdy mamy uktad liniowy, rozmieszczony wzdtuz linii prostej czyli rotator,
moment wzgledem tej prostej znika a pozostate momenty gtéwne sg sobie
réwne:

I3:0, 11:/2:f22dm

W przypadku baka niesymetrycznego zaden z gtéwnych momentéw nie
moze by¢ wiekszy niz suma dwdéch pozostatych:

h+h = /(y2+z2) dm+/(x2+z2) dm

= /(x2+y2) dm—|—2/22dm>l3
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Moment pedu bryty:
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Moment pedu bryty:
Z:/Fx dﬁ:/?x(wxf) dm:/[rzw—(ﬁ'?)?] dm

P m

L = /[(x2 +y2+z2) wx—(wxx—i-wyy—i—wzz)x] dm

= wx/(y2+22) dm—wy/xydm—wz/xzdm
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Moment pedu bryty:
Z:/dep’:/Fx(cUx?) dm:/[rzw—(w-?)?] i

P m

L = /[(X2 +y2+z2) wx—(wxx—i-wyy—i—wzz)x] dm

= wx/(y2+22) dm—wy/xydm—wz/xzdm

Ly = lowx+ Ixywy + hews
y = s+ hywy 4w,
L, = Ixwx+ Izywy + Iw;
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Moment bezwtadnosci w zapisie tensorowym
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Moment bezwtadnosci w zapisie tensorowym

Wektory momentu pedu Li predkosci katowej i maja ten sam kierunek
tylko w przypadku obrotu dookota jednej z gtéwnych osi.
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Moment bezwtadnosci w zapisie tensorowym

Wektory momentu pedu Li predkosci katowej i maja ten sam kierunek
tylko w przypadku obrotu dookota jednej z gtéwnych osi.

Energia kinetyczna: Ex = %(Z)’ L= %(D’Tidi J
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Moment bezwtadnosci w zapisie tensorowym

Wektory momentu pedu Li predkosci katowej i maja ten sam kierunek
tylko w przypadku obrotu dookota jednej z gtéwnych osi.
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:

&F . _d _d
predkosc katowa: w = ¥  +— v =9 J
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:

predkos¢ katowa: w = ‘Z,—f s y= % J
przyspieszenie katowe: € = ‘é‘; “— = % J
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:

predkos¢ katowa: w = ‘Z,—f s y= % J
J
J

: : . dw _
przyspieszenie katowe: ¢ = % <— a=

g _ __dL _ __dp
moment sity: M =/le=% <+— F=ma=
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:

predkos¢ katowa: w = ‘Z,—f +— v=2

: : . dw
przyspieszenie katowe: € = %

=d  , F=ma=2%

moment sity: M = [e = & =2

\5)
I
Q
o
~— | e | M——

moment pedu: L =Jw <+— p=mv
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi
w analogii z ruchem prostoliniowym:

predkos¢ katowa: w = ‘Z,—f +— v=2

: : . dw
przyspieszenie katowe: € = %

=d  , F=ma=2%

moment sity: M = [e = & =2

\5)
I
Q
o
 — N  —  —  S—

moment pedu: L =Jw <+— p=mv

2

energia kinetyczna: Ex = %Iw —— Ex= %mv2 J
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Zestawienie wzoréw dla ruchu obrotowego bryty sztywnej dookota statej osi

w analogii z ruchem prostoliniowym:

&4 ., dy _
predko$¢ katowa: w = 3¢  +— v =F

dw _
przyspieszenie katowe: € = % <— =g

moment sity: M = |e = Z’E « s F=ma= %

moment pedu: L =Jw <+— p=mv

e S A A A

energia kinetyczna: Ex = %Iwz'

— Ex=1m

p we M I L
x v a F mp

J
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Réwnania Eulera

—

W inercjalnym ukfadzie odniesienia U o poczatku w Srodku masy bryty
sztywnej: % =M
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Réwnania Eulera

W inercjalnym ukfadzie odniesienia U o poczatku w Srodku masy bryty

—

sztywnej: % =M

Powyzsze réwnanie w uktadzie U’ sztywno zwiazanym z bryta, w ktérym
osie skierowane sa wzdtuz osi gtéwnych bezwtadnosci (/ diagonalny):

U R N
d—+wa’:M
dt

U= [lx/wxl, lywyr, Iz/wzl] =1a

7d—w+c3><<7c3>:l\7
dt
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Réwnania Eulera

dw,

he th + (b = by ) wypwy = My
dw,

Iy d (IX/ = )wxlwz/ = My/
dw /

lz/d_tz + (ly = ho) wewy = My
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Réwnania Eulera

dw,s

G s =
dw,

Iy d (IX/ = )wxlwz/ = My/
dw !

lz/d_tz + (ly = ho) wewy = My

Gdy wektory predkosci katowej i momentu pedu nie s3 réwnolegte, koniec
wektora & zakresla w uktadzie U’ krzywa zwana polhodia, a w uktadzie U
krzywa zwana herpolhodia.

Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej Krakéw, 27.10.2016 20 / 28



Réwnania Eulera

dwy

LS e = ) = My
dw,

Iy d (IX/ — )wxlwz/ = My/
dw /

lzld_tz + (ly = ho) wewy = My

Gdy wektory predkosci katowej i momentu pedu nie s3 réwnolegte, koniec
wektora & zakresla w uktadzie U’ krzywa zwana polhodia, a w uktadzie U
krzywa zwana herpolhodia.

Bak symetryczny

to wirujgca bryta o symetrii obrotowe;
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Réwnania Eulera

dw,

LS e = ) = My
dw,

Iy d (IX/ — )wxlwz/ = My/
dw /

e dtz + (ly = bo) wewy = My

Gdy wektory predkosci katowej i momentu pedu nie s3 réwnolegte, koniec
wektora & zakresla w uktadzie U’ krzywa zwana polhodia, a w uktadzie U
krzywa zwana herpolhodia.

Bak symetryczny

to wirujgca bryta o symetrii obrotowe;

Bak swobodny

to bak na ktéry nie dziata moment sity: M =0
Krakéw, 27.10.2016 20 / 28




Swobodny bak symetryczny

z osig symetrii pokrywajacg si¢ z osia z’ (l,» = l/), nachylong pod katem «
do osi obrotu baka &J:  w,g = wcos«
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Swobodny bak symetryczny

z osig symetrii pokrywajacg si¢ z osia z’ (l,» = l/), nachylong pod katem «

do osi obrotu baka @:

Wyrg = W COS (X

v

dw/ I/—//
dtx + : IX/ ywylwzlzo
dw, Lo — L
el » S =
dw,:
dtz =0 — Wyt

LI

gdzie: T oy = Q

= Wwyg = const

dwys
7 + Qw,r =0
dwy/
— — Qw, =0
dt w
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Swobodny bak symetryczny

z osig symetrii pokrywajacg si¢ z osia z’ (l,» = l/), nachylong pod katem «
do osi obrotu baka &J:  w,g = wcos«

v

dW/ Iz’_ly’ dw/
g T s =0 = g ey =0
dw, Lo — L dw,

dw,

;Jtz =0 = wy =wyy = const

!

S
gdzie: “ oy = Q

Réwnanie ruchu sktadowej predkosci katowej prostopadtej do osi symetrii
baka:
d W,/

+Q wy =0

v
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de/

wy = wypcos(Qt+p) = el —Qu,g sin (2t + )
wy = wygsin (Qt + @)
Wz = W20

Sktadowe predkosci katowej w,/, w,, prostopadte do osi symetrii baka
wiruja ze statg predkoscia katowa €2, sktadowa réwnolegta do osi symetrii
jest stafa.
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de/

wxy = wypcos(Q+p) = el —Qu,g sin (2t + )
Wy = Wxo sin (Qt T QO)
Wz = W20

Sktadowe predkosci katowej w,/, w,, prostopadte do osi symetrii baka
wiruja ze statg predkoscia katowa €2, sktadowa réwnolegta do osi symetrii
jest stafa.

Polhodia jest okregiem o promieniu wyg, wzdtuz ktérego koniec wektora ¢
porusza sie ruchem jednostajnym z okresem T:
27 2r Lo 27 Lyr T Ly

Tn — = =
Q Wz'o /z/ — /X/ W Cos & /z/ — /X/ Cos & /z/ — /X/
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Bak pod dziataniem sit zewnetrznych

Efekt giroskopowy

polega na obrocie momentu pedu (wraz z nim osi symetrii) baka
symetrycznego wokét osi prostopadtej do predkosci katowej baka
i dziatajacego nan momentu sity.

L|PVL||F = L1M = dlL=Mdt L[ = L=const
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Bak pod dziataniem sit zewnetrznych

Efekt giroskopowy

polega na obrocie momentu pedu (wraz z nim osi symetrii) baka
symetrycznego wokét osi prostopadtej do predkosci katowej baka
i dziatajacego nan momentu sity.

L|PVL||F = L1M = dlL=Mdt L[ = L=const

Precesja

to obrét wektora momentu pedu pod wptywem momentu sit zewnetrznych.
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Bak pod dziataniem sit zewnetrznych

Efekt giroskopowy

polega na obrocie momentu pedu (wraz z nim osi symetrii) baka
symetrycznego wokét osi prostopadtej do predkosci katowej baka
i dziatajacego nan momentu sity.

L|PVL|F = L1M = dL=Mdt LL = L=const

Precesja

to obrét wektora momentu pedu pod wptywem momentu sit zewnetrznych.

26 — kat rozwarcia stozka tworzonego przez moment pedu

do — dL.~ Mdt
Y~ Lsin6  Lsin0
z z _ d o M
predkos¢ katowa precesji: wp = 7 = g
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Przyktad: bak symetryczny w polu sity grawitacyjnej

Poczatek uktadu wspétrzednych umieszczamy w punkcie podparcia baka,
a 0$ wspoétrzednych z kierujemy pionowo do gory.
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Przyktad: bak symetryczny w polu sity grawitacyjnej

Poczatek uktadu wspétrzednych umieszczamy w punkcie podparcia baka,
a 0$ wspoétrzednych z kierujemy pionowo do gory.

Moment sity ciezkosci

M = R xmg = M= mgRssinf
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Przyktad: bak symetryczny w polu sity grawitacyjnej
Poczatek uktadu wspétrzednych umieszczamy w punkcie podparcia baka,
a 0$ wspétrzednych z kierujemy pionowo do gory.

Moment sity ciezkosci

M = R xmg = M= mgRssinf

Bak wykonuje ruch z precesja o czestosci:

M mgRs
~ Lsinf L |

wp
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Przyktad: bak symetryczny w polu sity grawitacyjnej

Poczatek uktadu wspétrzednych umieszczamy w punkcie podparcia baka,

a 0$ wspoétrzednych z kierujemy pionowo do gory.

Moment sity ciezkosci

M = R xmg = M= mgRssinf

Bak wykonuje ruch z precesja o czestosci:

_ M _ngS
~ Lsing L

wp

Gdy 0§ momentu pedu nie pokrywa sie z osig symetrii baka,
precesyjny osi symetrii naktada sie nutacja o okresie T,.

O$ symetrii baka zakresla wtedy linie wezykowata.

na ruch

Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej

Krakéw,
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Przyktad: Ziemia jako bak

Ksztattem swym Ziemia przypomina sptaszczong elipsoide obrotows,
wirujaca wokét osi nie pokrywajacej sie z jej osig symetrii. Dziata na nig
zewnetrzny moment sity zwigzany z niejednorodnoscia wokoét niej
zewnetrznego pola grawitacyjnego. Powoduje on obrét osi symetrii Ziemi
zakreslajace] stozek (o kacie rozwarcia 2 - 23°27") wokét kierunku
normalnego do ptaszczyzny ekliptyki z okresem okoto 26 000 lat.
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Przyktad: Ziemia jako bak

Ksztattem swym Ziemia przypomina sptaszczong elipsoide obrotows,
wirujaca wokét osi nie pokrywajacej sie z jej osig symetrii. Dziata na nig
zewnetrzny moment sity zwigzany z niejednorodnoscia wokoét niej
zewnetrznego pola grawitacyjnego. Powoduje on obrét osi symetrii Ziemi
zakreslajace] stozek (o kacie rozwarcia 2 - 23°27") wokét kierunku
normalnego do ptaszczyzny ekliptyki z okresem okoto 26 000 lat.

Naktadaja sie na te precesje niewielkie nutacje o $rednicy do 15 m i okresie
obrotu bieguna kinematycznego okoto 427 dni.
Dla Ziemi: T, = L/ ~300 T

cosa lr—1
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Przyktad: Ziemia jako bak

Ksztattem swym Ziemia przypomina sptaszczong elipsoide obrotows,
wirujaca wokét osi nie pokrywajacej sie z jej osig symetrii. Dziata na nig
zewnetrzny moment sity zwigzany z niejednorodnoscia wokoét niej
zewnetrznego pola grawitacyjnego. Powoduje on obrét osi symetrii Ziemi
zakreslajace] stozek (o kacie rozwarcia 2 - 23°27") wokét kierunku
normalnego do ptaszczyzny ekliptyki z okresem okoto 26 000 lat.

Naktadaja sie na te precesje niewielkie nutacje o $rednicy do 15 m i okresie
obrotu bieguna kinematycznego okoto 427 dni.
Dla Ziemi: T, = L/ ~300 T

cosa lr—1

Ruch obrotowy Ziemi wykorzystywany jest przez kompas giroskopowy
ustawiajacy swa o$ obrotu zgodnie z osig obrotu Ziemi, aby zachowa¢ swdj
moment pedu.
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Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne

jest to bryta, ktéra moze sie waha¢ wzgledem statej osi obrotu. Dfugoscia
wahadta | jest odlegto$¢ od osi obrotu do $rodka masy.
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Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne

jest to bryta, ktéra moze sie waha¢ wzgledem statej osi obrotu. Dfugoscia
wahadta | jest odlegto$¢ od osi obrotu do $rodka masy.

Moment sity ciezkosci wzgledem Srodka masy dla wahadfa odchylonego od
pionu o kat ¢: M = mglsin ¢
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Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne

jest to bryta, ktéra moze sie waha¢ wzgledem statej osi obrotu. Dfugoscia
wahadta | jest odlegto$¢ od osi obrotu do $rodka masy.

Moment sity ciezkosci wzgledem Srodka masy dla wahadfa odchylonego od
pionu o kat ¢: M = mglsin ¢

: 2 :
Réwnanie ruchu: l‘cjl—t? = —mglsing

Moment sity jest z ujemnym znakiem, poniewaz zmniejsza wychylenie.
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Wahadto fizyczne
Wahadto fizyczne

jest to bryta, ktéra moze sie waha¢ wzgledem statej osi obrotu. Dfugoscia
wahadta | jest odlegto$¢ od osi obrotu do $rodka masy.

Moment sity ciezkosci wzgledem Srodka masy dla wahadfa odchylonego od
pionu o kat ¢: M = mglsin ¢

: 2 :
Réwnanie ruchu: l‘;—tsz‘—’ = —mglsing

Moment sity jest z ujemnym znakiem, poniewaz zmniejsza wychylenie.

v

Moment kierujacy
My = mgl
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Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne

jest to bryta, ktéra moze sie waha¢ wzgledem statej osi obrotu. Dfugoscia
wahadta | jest odlegto$¢ od osi obrotu do $rodka masy.

Moment sity ciezkosci wzgledem Srodka masy dla wahadfa odchylonego od
pionu o kat ¢: M = mglsin ¢

: 2 :
Réwnanie ruchu: l‘;—tsz‘—’ = —mglsing

Moment sity jest z ujemnym znakiem, poniewaz zmniejsza wychylenie.

v

Moment kierujacy
My = mgl

Dla matych wychyler: sinp~¢p = ‘L—i‘zﬁ =M, J
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d?p dw dwdy _  dw _ _ My
9T T dt dpdt Wdp — T ¥

o & - = DA
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d M
separacja zmiennych i catkowanie:
lwdw=—-Mpdp = %Iw2 = —%I\/lkgo2 +C

o & - = DA
Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej




separacja zmiennych i catkowanie:
lwdw=—Mypdp = Slw?=—-IMp?+C

1 1
Elw2 + EMk<P2 = C = E¢ - catkowita energia mechaniczna wahadta

Ex Ep
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separacja zmiennych i catkowanie:
lwdw=—Mypdp = Slw?=—-IMp?+C

1 1
Elcu2 + Engpz = C = E¢ - catkowita energia mechaniczna wahadta

Ex Ep

W= 12Ec=Mg? _ My 26c _ ;2
I 1\ M

Adam Szmaglinski (IF PK) Dynamika Bryty Sztywnej Krakéw, 27.10.2016

27 / 28



separacja zmiennych i catkowanie:
lwdw=—Mpdy = %Iw2 = —%I\/lkcp2 + C

1 1
Elw2 + Engpz = C = E¢ - catkowita energia mechaniczna wahadta

Ex Ep

W= 12Ec=Mg? _ My 26c _ ;2
I 1\ M

separacja zmiennych i catkowanie:
e — %dt = arcsin( 2MT2‘P) = \/%t-l- C

2E¢
Ve
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So(t)z ,/%sin (\/%t—i—’ﬂo) =9005in (2%1:_'_190)

o & - = DA
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go(t)—,/zECsm< %t—l—ﬁo) —goosm( ”t+190)

Amplituda wahan: ¢g = \/ 2/\5,?

o & - = DA
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o (t) = 1/%sin( %t—i-ﬂo) = osin (3t + o)
Amplituda wahan: ¢o = 4/ %

Okres wahan: \/% =2z

- T

_ I _ | I
= T—271',/W—27n/m—g,—27r\/;

Adam Szmaglinski (IF PK)

Dynamika Bryty Sztywnej




@(t):,/%sin( %t—l—ﬂo) =9005in (2%"15_’_190)

Amplituda wahan: ¢o = 4/ %

Okreswahaﬁ:\/%:%7r = TZQW‘/M%(ZQW‘/#/:%T\/%

Dtugos¢ zredukowana wahadta fizycznego:

_L_Is+mlz_l_s
I’_ml_ ml _ml+/>/
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@(t):,/%sin( %t—l—ﬂo) =9005in (2%"15_’_190)

Amplituda wahan: pg = ,/%
Okres wahan: \/% =2 = T=2r, /MLk = 27, /ngl = 277\/2

Dtugos¢ zredukowana wahadta fizycznego:

_L_Is+mlz_l_s
I’_ml_ ml _ml+/>/

Stata fazowa: J
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