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Ruch harmoniczny

Drgania

to ruchy powtarzajace sie.

Jesli czas powtarzalnosci drgar jest staty, nazywamy go okresem a ruch
okresowym.

Okresowos¢ ruchu mozna opisaé réwnaniem g (t + T) = g (t) gdzie g jest J

parametrem ruchu, t oznacza czas.

to najmniejszy odstep czasu, po ktérym ruch sie powtarza.

v= % mierzymy w hercach: 1 Hz = 1s7 1.
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Jesli ruch jest symetryczny, wygodnie jest przyja¢ punkt odniesienia dla
wartosci parametru ruchu g odpowiadajacej srodkowi symetrii.
W $rodku symetrii: g = 0.
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Jesli ruch jest symetryczny, wygodnie jest przyja¢ punkt odniesienia dla
wartosci parametru ruchu g odpowiadajacej srodkowi symetrii.
W $rodku symetrii: g = 0.

Amplituda g

to maksymalna wartos¢ okresowo zmiennej wielkosci g: —qo < g < qo

Drgania harmoniczne

to drgania w ktérych parametr ruchu g da sie opisa¢ za pomoca funkgji
sinus lub cosinus.
q(t) = qosin (wt + )

w — czestos¢ kotowa (pulsacja)
argument funkcji sinus: © = wt + ¢ nazywamy faza
Y — stata fazowa
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Czestos¢ kofowa w jest proporcjonalna do czestosci v.

Pulsacje mierzymy w radianach na sekunde, a czestos¢ w hercach.

__ 2 __
w= T—27r1/
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Czestos¢ kofowa w jest proporcjonalna do czestosci v.

Pulsacje mierzymy w radianach na sekunde, a czestos¢ w hercach.

__ 2 __
w = T—27r1/

to ciata wykonujace drgania.

Rodzaje oscylatoréw i odpowiadajace im czestosci:

e mechaniczne — do okoto 10° Hz (czestoé¢ akustyczna),

elektryczne 103 — 10' Hz (czestos¢ radiowa),

o
o atomowe 101! — 1017 Hz (czestos¢ optyczna),
e jadrowe od 102 Hz.
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Aby uktad mogt wykonywaé drgania, musza byé spetnione warunki:

- o =
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Aby uktad mogt wykonywaé drgania, musza byé spetnione warunki:
© istnienie potozenia réwnowagi i przywracajacej go sity zwrotnej,
@ bezwtadnosé uktadu,

© niewielkie opory ruchu.

Potozenia réwnowagi odpowiadaja minimom energii potencjalnej:
F = —gradEp =0

Bezwtadnosé powoduje, ze po dojsciu do potozenia réwnowagi ciato nie
zatrzymuje sig, lecz wychyla sie w przeciwng strone. Miara bezwtadnosci
w oscylatorach mechanicznych jest masa ciata drgajacego.
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Druga definicja ruchu harmonicznego

W ruchu harmonicznym sita przywracajaca réwnowage jest proporcjonalna
i przeciwnie skierowana do wychylenia z potozenia réwnowagi:

F—=_kr

F - sita zwrotna
k = const > 0 — wspétczynnik sprezystosci
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Réwnanie ruchu harmonicznego z Drugiej Zasady Dynamiki
= d’r
=m—— = —kr
dt?

- o = . y
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Réwnanie ruchu harmonicznego z Drugiej Zasady Dynamiki:

> d’r S
=m——= = —kr
dt
. 5 2
w jednym wymiarze: —‘étf — % = %% = v% = —%x
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Réwnanie ruchu harmonicznego z Drugiej Zasady Dynamiki:

> d’r S
=m——= = —kr
dt
. 5 2
w jednym wymiarze: —‘étf — % = %% = v% = —%x J

separacja zmiennych i catkowanie:
mvdv = —kxdx = %mv2 = —%kx2 +C

catkowita energia mechaniczna:
Ex(x=0)=E = C=E =Ex+Eps
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Réwnanie ruchu harmonicznego z Drugiej Zasady Dynamiki:

= d’r .
=m——= = —kr
dt
i iarze: 9@°x _dv _dvdx _ dv _ _k
w jednym wymiarze: 3 = = 5 G = Var = —mX J
separacja zmiennych i catkowanie:
mvdv = —kxdx = %mv2 = —%kx2 +C

catkowita energia mechaniczna:
Ex(x=0)=E = C=E =Ex+Eps

energia potencjalna sprezystosci:  Eps = %kx2 J
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_d_ 2Bk
T~ dt T m

x2 = /k /2B _ 2
m k

= = = E DA
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—dx _ (2B k.o _ [k [2E _ 2
V=" = m mX = m k 2
separacja zmiennych i catkowanie:

d. _ |k a / k _ |k
\/ﬁ = Edt = arcsin ( mX) = Et—i_ C

- o = Ha o
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—dx _ (2B k.o _ [k [2E _ 2
V=" = m mX = m k 2
separacja zmiennych i catkowanie:

\/ﬂkfd—:i_xz:\/%dt = arcsin<\/%x>:\/gt+c
x(t) = \/%sin (\/gt-i- C) = xp sin (wt 4+ 1)

amplituda: xp = % = E= %kxg
czestos¢ kotowa:  w = /X = k= muw?
. _ 27 _ m
okres: T = T =2m\/F
faza ruchu: wt + 9, stata fazowa: 9
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Powszechno$¢ ruchu harmonicznego

Zaleznos¢ energii potencjalnej od potfozenia przyblizamy szeregiem

o0 o oo
potegowym: Ep (x) = > L LEp (x=x0)"= > an(x — x0)"
n=0 =Xo n=0
dla xp = 0:
dE
Ep (x) = Ep (0) + —2 +1LE) e ldE)l 3y
dx x=0 x X Ix=0
0
v
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Powszechno$¢ ruchu harmonicznego

Zaleznos¢ energii potencjalnej od potfozenia przyblizamy szeregiem
0 n
potegowym: Ep(x) = 5 L < Ep

n!  dx"
n=0 =Xo n=0
dla xp = 0:
dEp 2 3
EP(X):EP(O)-FK +%ddXEzP _ X2+%dd)gp X_OX3+...
X = =
0

N (x —x0)" = § an (x — x0)"

Dla matych wychyleﬁ mozna pominaé wyrazy z wyzszymi potegami:

Ep(x) =~ Ep (0) + ; ddEz" x2

X=
Stad energie potencjalng przyblizamy parabolj.
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Powszechno$¢ ruchu harmonicznego

Zaleznos¢ energii potencjalnej od potfozenia przyblizamy szeregiem

o0 o oo
potegowym: Ep (x) = > L LEp (x=x0)"= > an(x — x0)"
n=0 =Xo n=0
dla xp = 0:
dE
Ep(x)=Ep(0)+ —2| x+3&Bl 2y ldEel 3,
dx x=0 x = X Ix=0

0

Dla matych wychylen mozna pomina¢ wyrazy z wyzszymi potegami:

2
Ep (x) ~ Ep (0) + 3 L52 X_ x2

Stad energie potencjalng przyblizamy parabola.

. . L. 2
Sita zwrotna sprezystosci: F = —% = — dd)ip x = —kx

x=0

d?Ep
< | _g
Dla matych wychylen sita zwrotna proporcjonalna jest do wychylenia.
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gdzie stata sprezystosci: k =




Przyktad oscylatora sprezystego

Energie oddziatywan miedzyczasteczkowych opisuje sie wyrazeniem:
Ep(r)=Ar""—Br=™

Wspétczynniki A, B, n > m maja charakter empiryczny,

a r jest odlegtoscia miedzy czasteczkami.

Np. w potencjale Lennarda-Jonesa: n =12, m = 6.
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Przyktad oscylatora sprezystego

Energie oddziatywan miedzyczasteczkowych opisuje sie wyrazeniem:
Ep(r)=Ar""—Br=™

Wspétczynniki A, B, n > m maja charakter empiryczny,

a r jest odlegtoscia miedzy czasteczkami.

Np. w potencjale Lennarda-Jonesa: n =12, m = 6.

Sita w potozeniu réwnowagi:
_ aEP _ —n—1 —m—1 _ __ nh—m nA
F(n)=- %% T nAr, — mBr, =0 = n="%/75

Wspétczynnik sprezystosci:

k:dsgp‘ =n(n+1)Ar, "2 = m(m+1)Bry™?
r=ro

Sita sprezystosci:  F (r) = —k (r — o) = —kAr ]

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 10 / 32



Przejscie do zjawisk makroskopowych

Dla N czasteczek lezacych wzdtuz prostej jednorodne odksztatcenia sie
sumuj3, dajac w wyniku odksztatcenie makroskopowe: Al = NAr J
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Przejscie do zjawisk makroskopowych

Dla N czasteczek lezacych wzdtuz prostej jednorodne odksztatcenia sie
sumuj3, dajac w wyniku odksztatcenie makroskopowe: Al = NAr J

Jest ono zwigzane z makroskopows sitg prawem Hooke'a: F = —kA/ J

Odksztatcenie liniowe

bezwzgledne: Al =1—f wzgledne: € = %

Odksztatcenie objetosciowe

AV =V -V y=A4VY
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Naprezenie

)
- S

S - powierzchnia
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Naprezenie

— F
=73

S - powierzchnia

Prawo Hooke’'a dla sit dziatajacych prostopadle do powierzchni:

liniowe: ¢ = %a objetosciowe: v = Ko

E — modut Younga K — modut scisliwosci
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Naprezenie

— F
=73

S - powierzchnia

Prawo Hooke’'a dla sit dziatajacych prostopadle do powierzchni:

liniowe: ¢ = %a objetosciowe: v = Ko

E — modut Younga K — modut scisliwosci

Prawo Hooke'a dla sit dziatajacych stycznie do powierzchni (Scinanie):
a—1o

« — kat odchylenia scianek prostopadtych do powierzchni

G — modut sztywnosci

0 — naprezenie $cinajace
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Wahadto torsyjne

jest to tarcza o momencie bezwtadnosci / zawieszona na drucie o dtugosci /
i momencie bezwtadnosci wzgledem osi obrotu /p, ktérego drugi koniec jest
nieruchomy.
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Wahadto torsyjne

jest to tarcza o momencie bezwtadnosci / zawieszona na drucie o dtugosci /
i momencie bezwtadnosci wzgledem osi obrotu /p, ktérego drugi koniec jest
nieruchomy.

Przy obrocie o kat ¢ powstaje moment zwrotny: M = —7¢p
stata skrecenia: 7 = %

| A

Z Drugiej Zasady Dynamiki

lp=—T0p
Réwnanie to wazne jest w catym zakresie stosowalnosci prawa Hooke'a.
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Wahadto torsyjne

jest to tarcza o momencie bezwtadnosci / zawieszona na drucie o dtugosci /
i momencie bezwtadnosci wzgledem osi obrotu /p, ktérego drugi koniec jest
nieruchomy.

Przy obrocie o kat ¢ powstaje moment zwrotny: M = —7¢p

stata skrecenia: 7 = %

| A

Z Drugiej Zasady Dynamiki

lp=—T0p
Réwnanie to wazne jest w catym zakresie stosowalnosci prawa Hooke'a.

Okres wahan

T =2m/1

T
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Ciezarek na wazkiej sprezynie

Ciezarek o masie m zawieszony na sprezynie dtugosci / i masie ms.

= = = E DA
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Ciezarek na wazkiej sprezynie

Ciezarek o masie m zawieszony na sprezynie dtugosci / i masie ms.

element masy sprezyny: dm = #ms
s — odlegtos¢ od punktu zawieszenia sprezyny
7Xx — przemieszczenie elementu sprezyny
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Ciezarek na wazkiej sprezynie

Ciezarek o masie m zawieszony na sprezynie dtugosci / i masie ms. J

element masy sprezyny: dm = #ms

s — odlegtos¢ od punktu zawieszenia sprezyny
7Xx — przemieszczenie elementu sprezyny

Energia kinetyczna sprezyny:

Energia kinetyczna catego uktadu:  Ex = % (m + %ms) x?
Efektywna masa sprezyny jest trzykrotnie mniejsza od jej masy.
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s — odlegtos¢ od punktu zawieszenia sprezyny
7Xx — przemieszczenie elementu sprezyny

Energia kinetyczna sprezyny:

Energia kinetyczna catego uktadu:  Ex = % (m + %ms) x?

Efektywna masa sprezyny jest trzykrotnie mniejsza od jej masy.

Okres drgan ukfadu: T =27 m+—;(n5°—f
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Opis drgan w postaci zespolonej

Réwnanie jednowymiarowego ruchu drgajacego:

X4+ w?x =0

= = = E DA
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Opis drgan w postaci zespolonej

Réwnanie jednowymiarowego ruchu drgajacego: % +w?x =0
Szukamy rozwigzania w postaci:

x = AeM =

X = A\ZeMt

o & = = DA
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Opis drgan w postaci zespolonej

Réwnanie jednowymiarowego ruchu drgajacego: % +w?x =0 J

Szukamy rozwigzania w postaci: x = AeM = k= A\%eM J

Po podstawieniu do réwnania ruchu otrzymujemy réwnanie
charakterystyczne:
M4+w=0 = A=ziw

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 15 / 32



Opis drgan w postaci zespolonej

Réwnanie jednowymiarowego ruchu drgajacego: % +w?x =0 J

Szukamy rozwigzania w postaci: x = AeM = k= A\%eM ]

Po podstawieniu do réwnania ruchu otrzymujemy réwnanie
charakterystyczne:
M4+w=0 = A=ziw

Rozwiazanie zespolone:  x = Ae™! = A[cos (wt) + isin (wt)]
Sens fizyczny ma tylko cze$¢ rzeczywista rozwiazania: Re x = Acos (wt)
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Opis drgan w postaci zespolonej

Réwnanie jednowymiarowego ruchu drgajacego: % +w?x =0 J

Szukamy rozwigzania w postaci: x = AeM = k= A\%eM J

Po podstawieniu do réwnania ruchu otrzymujemy réwnanie
charakterystyczne:
M4+w=0 = A=ziw

Rozwiazanie zespolone:  x = Ae™! = A[cos (wt) + isin (wt)]
Sens fizyczny ma tylko cze$¢ rzeczywista rozwiazania: Re x = Acos (wt)

Fazor (wektor fazowy)

to wektor o dtugosci réwnej amplitudzie drgani, nachylony do osi
rzeczywistej pod katem réwnym fazie.
Ruch harmoniczny to wirowanie fazoréw.

v
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Sktadanie drgan harmonicznych

Z liniowego zwiazku pomiedzy wychyleniem a sitag w uktadach
harmonicznych otrzymujemy zasade superpozycji drgan:

wychylenie w danej chwili jest suma wychyleri kazdego elementu ukfadu,
wywotanych przez kazdy czynnik osobno.

X = ZA,— sin (wit + )

i=1
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Sktadanie drgan harmonicznych

Z liniowego zwiazku pomiedzy wychyleniem a sitag w uktadach
harmonicznych otrzymujemy zasade superpozycji drgan:

wychylenie w danej chwili jest suma wychyleri kazdego elementu ukfadu,
wywofanych przez kazdy czynnik osobno.

n
X = Z Aj sin (wjt + 9;)
i=1

a. Skfadanie dwéch drgan o tym samym kierunku, réznych amplitudach,
tej samej czestosci, rézniacych sie w fazie o .

x1 = Ajsin (wt)
xp = Apsin(wt+19) = Ap[cosdsin (wt) + sin ¥ cos (wt)]
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x = x1+x = (A1 + Az cos?)sin (wt) + Az sin 9 cos (wt)
= Alcos psin (wt) + sin ¢ cos (wt)] = Asin (wt + ¢)
Dowolna pare liczb rzeczywistych mozna przedstawi¢ za pomoca A cos ¢
i Asin . Z transformacji dla wspétrzednych biegunowych:
A= \/(Al + Apcosd)’ + (Apsin¥)?, o= arc‘cgAl’\fAs—zi”Cg519

Wypadkowa amplituda drgan osigga najwieksza wartos¢ dla 9 = 2k,
a najmniejsza dla ¥ = (2k + 1) .
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x = x1+x = (A1 + Az cos?)sin (wt) + Az sin 9 cos (wt)
= Alcos psin (wt) + sin ¢ cos (wt)] = Asin (wt + ¢)
Dowolna pare liczb rzeczywistych mozna przedstawi¢ za pomoca A cos ¢
i Asin . Z transformacji dla wspétrzednych biegunowych:
A= \/(Al + Apcosd)’ + (Apsin¥)?, o= arc‘ugAl’\j@\sizi"cgs19

Wypadkowa amplituda drgan osigga najwieksza wartos¢ dla 9 = 2k,
a najmniejsza dla ¥ = (2k + 1) .

Wynik superpozycji mozna interpretowaé geometrycznie
n

jako sume wektoréw fazowych: A= > A;
i=1
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b. Sktadanie dwéch drgaf o tym samym kierunku, r6znych amplitudach
i fazach, oraz podobnych czestosciach — dudnienia.

x1 = Aisin(wit)
x2 = Agsin(wat+9) = Agsin{wit — [(w1 —w2) t —I]}
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b. Sktadanie dwéch drgaf o tym samym kierunku, r6znych amplitudach
i fazach, oraz podobnych czestosciach — dudnienia.

x1 = Aisin(wit)
x3 = Agsin(wpt +9) = Apsin{wit — [(w1 —w2) t — ¥}

Podstawiamy w wyprowadzeniu z czesci a. za 9 wyrazenie:
—[(w1 —w2) t =]

otrzymujemy: x = x; + xp = Asin (w1t + ¢)

gdzie amplituda drgan wypadkowych zalezy od czasu:

A = \/{A1 + As cos [(w1 — wo) t — ¥]}? + {Azsin [(w1 — wo) t — V]}2

= R+ A+ 241 A cos[(wr — wa) t — V]
C et —Azsin[(w1 —w2) t — ]
v S AL+ Ag cos [(wr — wp) t — U]
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: &m0 _ 27 _ 1 .
Okres zmiennosci: T = s T Vd=TF=ri—
Jesli czestosci obu drgan mechanicznych leza w zakresie styszalnosci, a ich
réznica jest ponizej 16 Hz, to mozna ustysze¢ rytmiczne powtarzanie sie
maksiméw amplitudy o czestosci vy, zwane dudnieniami.

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 19 / 32



i it _ _ 27 _ 1 _ -
Okres zmiennosci: T = e T Vd=T=n-—1»

Jesli czestosci obu drgan mechanicznych leza w zakresie styszalnosci, a ich
réznica jest ponizej 16 Hz, to mozna ustysze¢ rytmiczne powtarzanie sie
maksiméw amplitudy o czestosci vy, zwane dudnieniami.

Przez odpowiednia superpozycje uzyskuje sie drgania modulowane
o okresowej amplitudzie np.

x = [B1 + By cos (01t)] sin (6t)

czestos¢ drgan podstawowych: 6 = w;
czestos$€ drgan modulujacych 67 = w; — wo
By = A? + A2

B, =2A1A;

Adam Szmaglinski (IF PK) Krakéw, 29.10.2016 19 / 32



Krzywe Lissajous

Skfadamy ze soba drgania prostopadte do siebie wzdtuz osi x i y,
rézniace sie w fazie:
x (t) = xp sin (wxt) y (t) = yosin (wyt — V)
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Krzywe Lissajous

Skfadamy ze soba drgania prostopadte do siebie wzdtuz osi x i y,
rézniace sie w fazie:

x (t) = xp sin (wxt) y (t) = yosin (wyt — V)

Jesli czestosci drgan s3 sobie réwne, torem ruchu jest elipsa lub odcinek
(¥ = k), w zaleznosci od réznicy faz drgan sktadowych.
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Krzywe Lissajous

Skfadamy ze soba drgania prostopadte do siebie wzdtuz osi x i y,
rézniace sie w fazie:
x (t) = xp sin (wxt) y (t) = yosin (wyt — V)

Jesli czestosci drgan s3 sobie réwne, torem ruchu jest elipsa lub odcinek
(¥ = k), w zaleznosci od réznicy faz drgan sktadowych.

Jesli sktadane drgania réznig sie czestosciami, réznica faz jest liniowa
funkcja czasu. Przy wymiernym stosunku czestosci obu drgan

(p/q p,q € N/{0}) tor staje sie krzywa zamknieta. Cykl sie powtarza po
czasie T' = pqT, gdzie pT jest okresem jednych drgan, a gT okresem
drugich.
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Drgania ttumione

Sita oporu ruchu w ogélnym przypadku zalezy od predkosci: F, = —f(v)

= = = E DA
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Drgania ttumione

Sita oporu ruchu w ogélnym przypadku zalezy od predkosci: F, = —f (v) \7J

Praca oporéw ruchu jest zawsze ujemna, a energia ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepfa.
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Drgania ttumione

Sita oporu ruchu w ogélnym przypadku zalezy od predkosci: F, = —f (v) \7J

Praca oporéw ruchu jest zawsze ujemna, a energia ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepfa.

Rodzaje oporéw ruchu:

1 — wspotczynnik tarcia
Fn — sita nacisku
b = const
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Drgania ttumione

Sita oporu ruchu w ogélnym przypadku zalezy od predkosci: F, = —f (v) \7J

Praca oporéw ruchu jest zawsze ujemna, a energia ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepfa.

Rodzaje oporéw ruchu:

O tarcie poslizgowe (kulombowskie, suche) T = uFy,

1t — wspotczynnik tarcia
Fn — sita nacisku
b = const
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Praca oporéw ruchu jest zawsze ujemna, a energia ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepfa.

Rodzaje oporéw ruchu:
O tarcie poslizgowe (kulombowskie, suche) T = uFy,

@ tarcie wewnetrzne (wiskotyczne, lepkos¢) T = by,

1t — wspotczynnik tarcia
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Drgania ttumione

Sita oporu ruchu w ogélnym przypadku zalezy od predkosci: F, = —f (v) \7J

Praca oporéw ruchu jest zawsze ujemna, a energia ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepfa.

Rodzaje oporéw ruchu:
O tarcie poslizgowe (kulombowskie, suche) T = uFy,
@ tarcie wewnetrzne (wiskotyczne, lepkos¢) T = by,
© opdr hydrodynamiczny T = bv?,

1t — wspotczynnik tarcia

Fn — sita nacisku

b = const
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Drgania ttumione wiskotycznie

Z |l Zasady Dynamiki:
mx = —kx —bx = X+2B%x+wix=0
wspéfczynnik ttumienia: 3= £

czestos¢ kotowa odpowiadajacych drgan niettumionych, nazywa sie

czestoscia drgan wtasnych: wo = %
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Drgania ttumione wiskotycznie

Z |l Zasady Dynamiki:
mx = —kx —bx = X+2B%x+wix=0
wspéfczynnik ttumienia: 3= £

czestos¢ kotowa odpowiadajacych drgan niettumionych, nazywa sie

czestoscia drgan wtasnych: wo = %

Korzystamy z podstawienia:  x = Ae’
stad:  x = AMeM X = \2AeM
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Drgania ttumione wiskotycznie
Z |l Zasady Dynamiki:
mx = —kx —bx = X+2B%x+wix=0
wspotczynnik ttumienia: (= %
czestos¢ kotowa odpowiadajacych drgan niettumionych, nazywa sie

czestoscia drgan wtasnych: wo = %

Korzystamy z podstawienia:  x = Ae’
stad:  x = AMeM X = \2AeM

Po podstawieniu rozwigzania i jego pochodnych do réwnania otrzymujemy
réwnanie charakterystyczne:  \? + 2\ + w3 =0

dla B < wp ma dwa pierwiastki: A= —8+./82—wg =B+ iw
gdzie w = (/w3 — B2 jest czestoscia kotowa ruchu ttumionego.
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Rozwiazaniem jest kombinacja liniowa ze wspétczynnikami sprzezonymi:
X = Ale(—5+iw)t 4 A2e(—ﬁ—iw)t — Bt (Aleiwt + A2e—iwt)

Ao elv Ao o—iY

wsp6tczynniki te mozna zastapié przez A; = oraz Ay = 5 ,
korzystajac z cos© = 3 ( g ’e) otrzmeJemy.

x (t) = Age Pt cos (wt + V)
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Rozwiazaniem jest kombinacja liniowa ze wspétczynnikami sprzezonymi:

x = Ape(TAHIIE L pye(=A=iw)t — o=t (A et 4 Aye—ivt)
wsp6tczynniki te mozna zastapié przez A; = A° eV oraz Ay = %e"‘ﬁ,
korzystajac z cos© = 3 ( g :e) otrzmeJemy.

x (t) = Age Pt cos (wt + V)

Rozwigzanie mozna zinterpretowaé geometrycznie jako wirujacy fazor
o malejacej dtugosci (amplitudzie): A = Age ¢
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Rozwiazaniem jest kombinacja liniowa ze wspétczynnikami sprzezonymi:
X = Ale(*5+iw)t +A2e(7,87iw)t — Bt (Aleiwt +A2efiwt)
wsp6tczynniki te mozna zastapi¢ przez Ay = %e"ﬁ oraz Ay = %e*"ﬁ
korzystajac z cos© = % (e’e + e"e) otrzymujemy:
x (t) = Age Pt cos (wt + o)

Rozwigzanie mozna zinterpretowaé geometrycznie jako wirujacy fazor
o malejacej dtugosci (amplitudzie): A = Age ¢

Z postaci czynnika ttumienia e=?! uzyskujemy stata wielkos¢ zwana
logarytmicznym dekrementem ttumienia, bedacym logarytmem ze
stosunku kolejnych amplitud:

A(t Age Pt
(5 — In A(ts-)T) — |n - 0€ — 57‘
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Rozwiazaniem jest kombinacja liniowa ze wspétczynnikami sprzezonymi:

x — Ale(*5+iw)t +A2€( —iw)t _ o—pt (Alelwt + Are™ lwt)
wsp6tczynniki te moina zastapi¢ przez A; = %e’ﬂ oraz Ay = %e*"ﬁ
korzystajac z cos© = 3 ( ®1e :e) otrzymujemy:

x (t) = Age Pt cos (wt + V)

Rozwigzanie mozna zinterpretowaé geometrycznie jako wirujacy fazor
o malejacej dtugosci (amplitudzie): A = Age ¢

Z postaci czynnika ttumienia e=?! uzyskujemy stata wielkos¢ zwana
logarytmicznym dekrementem ttumienia, bedacym logarytmem ze
stosunku kolejnych amplitud:

A(t Age Pt
o =1In A(tS-)T) =In Ao eoe/a o =BT

Czas relaksacji 7

to czas po ktérym amplituda zmaleje e razy:

Alt) _ Age Pt Br _
A(t+7) = Age—Blt+7) € = 7=
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Oscylator silnie ttumiony

Jesli wspéfczynnik ttumienia jest wiekszy od czestosci drgan niettumionych,
oba pierwiastki réwnania charakterystycznego s rzeczywiste:

B>ws = A=-B%,/f2—wi
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Oscylator silnie ttumiony

Jesli wspéfczynnik ttumienia jest wiekszy od czestosci drgan niettumionych,
oba pierwiastki réwnania charakterystycznego s rzeczywiste:

B>ws = A=-B%,/f2—wi

Rozwiazanie ogdlne jest kombinach wyrazéw wyktadniczych:
x(t)=e Pt <A16‘V6 —Wit 4 Ayem VAR wgt )

Do drgan nie dochodzi. Ruch jest aperiodyczny.
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Oscylator silnie ttumiony

Jesli wspéfczynnik ttumienia jest wiekszy od czestosci drgan niettumionych,
oba pierwiastki réwnania charakterystycznego s rzeczywiste:

,3>wo = )\:—ﬁi,/,ﬁa—wg

Rozwiazanie ogdlne jest kombinacja wyrazéw wyktadniczych:
x(t) = e Pt <A1eV p2-wgt 4 Agefvﬁzf“’gt)

Do drgan nie dochodzi. Ruch jest aperiodyczny.

Ttumienie krytyczne

| A\

zachodzi gdy wspdtczynnik ttumienia jest réwny pulsacji drgan
niettumionych: fS=wy = A=-0
Rozwiazanie ogdlne jest suma:  x (t) = (A; + Axt) e At
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Drgania wymuszone

Drgania wymuszone

powstaja poprzez dodanie do uktadu zmiennej sity zewnetrznej,
wywotujacej drgania o tej samej czestosci co ta sita.

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny

Krakéw, 29.10.2016 25 / 32



Drgania wymuszone

Drgania wymuszone

powstaja poprzez dodanie do uktadu zmiennej sity zewnetrznej,
wywotujacej drgania o tej samej czestosci co ta sita.

Zjawisko to wystepuje w dwéch fazach:
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powstaja poprzez dodanie do uktadu zmiennej sity zewnetrznej,
wywotujacej drgania o tej samej czestosci co ta sita.

Zjawisko to wystepuje w dwéch fazach:

© stan przejsciowy (nieustalony) — przyrost amplitudy,
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Drgania wymuszone

powstaja poprzez dodanie do uktadu zmiennej sity zewnetrznej,
wywotujacej drgania o tej samej czestosci co ta sita.

Zjawisko to wystepuje w dwéch fazach:
© stan przejsciowy (nieustalony) — przyrost amplitudy,

© stan ustalony (stacjonarny) — o statej amplitudzie.
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Drgania wymuszone

Drgania wymuszone

powstaja poprzez dodanie do uktadu zmiennej sity zewnetrznej,
wywotujacej drgania o tej samej czestosci co ta sita.

Zjawisko to wystepuje w dwéch fazach:
© stan przejsciowy (nieustalony) — przyrost amplitudy,

© stan ustalony (stacjonarny) — o statej amplitudzie.

Sita wywotujaca drgania:  F = Fysin (Qt)
z Drugiej Zasady Dynamiki:
mx = —kx — bx + Fosin (Qt) = X+ 2B% + wix = agsin (Qt)
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Doswiadczenie pokazuje, ze drgania w stanie ustalonym maja te samg
czestosé, co wymuszajaca sifa i s wzgledem niej spéznione w fazie.
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Stan ustalony

Doswiadczenie pokazuje, ze drgania w stanie ustalonym maja te samg
czestosé, co wymuszajaca sifa i s wzgledem niej spéznione w fazie.

Réwnanie ruchu w postaci zespolonej: X + 28x + w3x = age’st
rozwigzanie:  x = Ae/(@t=Y)
réwnanie charakterystyczne:  —AQ? 4 2iABQ + Awg = age’
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Stan ustalony

Doswiadczenie pokazuje, ze drgania w stanie ustalonym maja te samg
czestosé, co wymuszajaca sifa i s wzgledem niej spéznione w fazie.

Réwnanie ruchu w postaci zespolonej: X + 28x + w3x = age’st
rozwigzanie:  x = Ae/(@t=Y)
réwnanie charakterystyczne:  —AQ? 4 2iABQ + Awg = age’

Obliczajac modut z tego réwnania otrzymujemy amplitude drgan:

2 2 _ _ F
A\/(wo B Qz) TR e = A m\/(wg—92)2+4ﬁ292
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Stan ustalony

Doswiadczenie pokazuje, ze drgania w stanie ustalonym maja te samg
czestosé, co wymuszajaca sifa i s wzgledem niej spéznione w fazie.

Réwnanie ruchu w postaci zespolonej: X + 28x + w3x = age’st
rozwiazanie:  x = Ae/(t=7)
réwnanie charakterystyczne:  —AQ? + 2iA3Q + Aw? = age'”

Obliczajac modut z tego réwnania otrzymujemy amplitude drgan:

A 142 =a = A= fo
\/ B ° my/(«3-92) +45202

Opdznienie fazowe:

Q=0 = 9¥9—-0
Q—w = V-7
Qo000 = Vo7

280
wa—Q2

¥ = arctg

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 26 / 32



Rezonans wychylenia

Amplituda drgan wymuszonych zalezy od ich czestosci. Wykres tej
zaleznosci nazywa sie krzywa rezonansowa.
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Rezonans wychylenia

Amplituda drgan wymuszonych zalezy od ich czestosci. Wykres tej
zaleznosci nazywa sie krzywa rezonansowa.

Amplituda przy pewnej czestosci g osiaga maksimum.
Zjawisko to nazywamy rezonansem, a Qg czestos$cig rezonansowas.

g (w8 -2+ 45292} = 2(w? -0 (—20) + 8520
4(Q* —wp+28%)Q2=0

stad czesto$¢ rezonansowa: Qg = \/wj — 232

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 27 / 32



Wartos¢ amplitudy w rezonansie:

Fo Fo Fo

A= 2 - b
m/lf — (§ -2+ (- 200) 2mBfef -2 B

w — czestos¢ drgan ttumionych
b — wspétczynnik oporéw ruchu
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Wartos¢ amplitudy w rezonansie:

Fo Fo Fo

e = 2 - ~ o
m/lf — (§ -2+ (- 200) 2mBfef -2 B

w — czestos¢ drgan ttumionych
b — wspétczynnik oporéw ruchu

Réznica faz w rezonansie:

%) arct i . wg — arct (w0)2 2 = arct r
= ar = ar —_— — 2 = ar -
R gwg_(wg_zﬁz) g 6 g /8
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Drgania ttumione kulombowsko

Zaktadamy warunki poczatkowe ruchu: x (0) = Ag > F—kc x(0) =0,
Ao — amplituda poczatkowa drgari
Z || Zasady Dynamiki: ~ mx = —kx — Fesgn (%)
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Drgania ttumione kulombowsko

Zaktadamy warunki poczatkowe ruchu: x (0) = Ag > F—kc x(0) =0,
Ao — amplituda poczatkowa drgari
Z || Zasady Dynamiki: ~ mx = —kx — Fesgn (%)

Ze wzgledu na zaleznos¢ zwrotu statej sity tarcia F¢ od zwrotu predkosci,
réwnanie ruchu musimy rozwigzywaé oddzielnie dla kazdej fazy ruchu
z danym zwrotem sity tarcia.
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Drgania ttumione kulombowsko

Zaktadamy warunki poczatkowe ruchu: x (0) = Ag > F—kc x(0) =0,
Ao — amplituda poczatkowa drgari
Z || Zasady Dynamiki: ~ mx = —kx — Fesgn (%)

Ze wzgledu na zaleznos¢ zwrotu statej sity tarcia F¢ od zwrotu predkosci,
réwnanie ruchu musimy rozwigzywaé oddzielnie dla kazdej fazy ruchu
z danym zwrotem sity tarcia.

W pierwszej fazie ruchu gdy x < 0: X = —%x I F—nf = —% (x — %)
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Drgania ttumione kulombowsko

Zaktadamy warunki poczatkowe ruchu: x (0) = Ag > FC , x(0) =0,
Ao — amplituda poczatkowa drgan
Z || Zasady Dynamiki: ~ mx = —kx — Fesgn (%)

Ze wzgledu na zaleznos¢ zwrotu statej sity tarcia F¢ od zwrotu predkosci,
réwnanie ruchu musimy rozwigzywaé oddzielnie dla kazdej fazy ruchu
z danym zwrotem sity tarcia.

x—l—FC:—K(x—%)

m m

3>

W pierwszej fazie ruchu gdy x < 0: Xx=—

W kazdej fazie ruchu ciato porusza sie ruchem analogicznym do
harmonicznego niettumionego. Jednak "potozenie réwnowagi jest rozbite"
na dwa punkty poprzez przesuniecie 0 x; = % z migjsca dla ruchu
niettumionego w kierunku do poczatku danej fazy ruchu. Na przemian
zmienia swoje pofozenie na takie, w ktorym sita sprezystosci réwnowazy sie
z sita tarcia.
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Mamy wiec dla pierwszej fazy ruchu: % = —w3 (x — x1)

wo = % — czestos¢ odpowiadajacych drgan niettumionych.
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Mamy wiec dla pierwszej fazy ruchu: X = —w? (x — x1)

wo = % — czestos¢ odpowiadajacych drgan niettumionych.

Poprzez analogie z drganiami niettumionymi:
x —x1 = Asin (wot +9), X = Awg cos (wot + V).
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Mamy wiec dla pierwszej fazy ruchu: X = —w? (x — x1)

wo = 1/% — czestos¢ odpowiadajacych drgan niettumionych.

Poprzez analogie z drganiami niettumionymi:
x —x1 = Asin (wot +9), X = Awg cos (wot + V).

Z warunkéw poczatkowych obliczamy amplitude A i przesuniecie fazowe ¥:
x(0)=0 = 0=Awycos?y = ==£5+27n

x(0)=A; = Ay—x =Asind=Asin(+5) ==+A

Stad réwnanie ruchu:  x(t) = x1 + (Ao — x1) cos (wot)
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W drugiej fazie ruchu gdy x > 0

"Potozenie réwnowagi" tej fazy ruchu:

X = —wi (x — x2)

F
X=X =

o & = S
Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny




W drugiej fazie ruchu gdy x > 0: % = —w? (x — x2)
"Potozenie rownowagi" tej fazy ruchu: xo = —x3 = —EkC

Rozwigzanie ma postac:
x —xy = A'sin (wot +9), X = Awgcos (wot + V).
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W drugiej fazie ruchu gdy x > 0: % = —w? (x — x2)
"Potozenie rownowagi" tej fazy ruchu: xo = —x3 = —EkC

Rozwigzanie ma postac:
x —xy = A'sin (wot +9), X = Awgcos (wot + V).

Z warunkéw brzegowych sklejenia:

x(£)=0 = 9=+ +2m

X (%) = —Ao + 2x7 =

—Ao+2x1 —x2 = —Ag + 3x; = A'sin (1 + ) = A'sin (£5) = £A’
Stad réwnanie ruchu:  x (t) = —x1 + (Ao — 3x1) cos (wot)
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W drugiej fazie ruchu gdy x > 0: % = —w? (x — x2)
"Potozenie rownowagi" tej fazy ruchu: xo = —x3 = —EkC

Rozwigzanie ma postac:
x —xy = A'sin (wot +9), X = Awgcos (wot + V).

Z warunkéw brzegowych sklejenia:

x(£)=0 = 9=+ +2m

X (%) = —Ao + 2x7 =

—Ao+2x1 —x2 = —Ag + 3x; = A'sin (1 + ) = A'sin (£5) = £A’
Stad réwnanie ruchu:  x (t) = —x1 + (Ao — 3x1) cos (wot)

Po uptywie jednego okresu amplituda zmniejszyta sie do:
x(T)= Ay —4xg

Adam Szmaglinski (IF PK) Ruch harmoniczny Krakéw, 29.10.2016 31 /32



Poprzez kolejne iteracje otrzymujemy ogélne rozwiazanie dla potozenia
w n-tej potéwce okresu drgan (fazie ruchu):

x (t) = (=1)""1 x; + [Ao — (2n — 1) x1] cos (wot)
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Poprzez kolejne iteracje otrzymujemy ogélne rozwiazanie dla potozenia
w n-tej potéwce okresu drgan (fazie ruchu):

x (t) = (=1)""1 x; + [Ao — (2n — 1) x1] cos (wot)

W ptaszczyznie zespolonej wektor fazowy na przemian ma poczatek w xg
i X2, a jego dtugos¢ zmniejsza sie o 2x; z kazda zmiang zwrotu predkosci.
Przypomina to zwijanie tego wektora fazowego wokét odcinka o koricach
X1 — X2.

Ciato zatrzymuje sie w momencie natozenia sie wektora fazowego na o$
rzeczywistg gdy: xp < x (n%) < x1.
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Poprzez kolejne iteracje otrzymujemy ogélne rozwiazanie dla potozenia
w n-tej potéwce okresu drgan (fazie ruchu):

x (t) = (=1)""1 x; + [Ao — (2n — 1) x1] cos (wot)

W ptaszczyznie zespolonej wektor fazowy na przemian ma poczatek w xg
i X2, a jego dtugos¢ zmniejsza sie o 2x; z kazda zmiang zwrotu predkosci.
Przypomina to zwijanie tego wektora fazowego wokét odcinka o koricach
X1 — X2.

Ciato zatrzymuje sie w momencie natozenia sie wektora fazowego na o$
rzeczywistg gdy: xp < x (n%) < x1.

Ze wzgledu na ten sam wspétczynnik proporcjonalnosci sity do wychylenia,
okres drgan bedzie identyczny z okresem drgan niettumionych.

W przypadku rozpoczecia ruchu z zerowa predkoscia, czas jego trwania
bedzie réwny wielokrotnosci potéwek jego okresu: tc = N%, gdzie

N = [A"T;Xl] jest liczba "nawinie¢" wektora fazowego.
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