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Fala jednowymiarowa

Fala
to zaburzenie lub zespóª zaburze« rozchodz¡cych si¦ w przestrzeni.
Zaburzenie mo»e mie¢ posta¢ impulsu lub drga«.

Zaburzenie rozchodzi si¦ z pr¦dko±ci¡ v zwan¡ pr¦dko±ci¡ fali, opisywane
jest funkcj¡ falow¡ Ψ = Ψ (~r , t), której zmiana oznacza odej±cie od stanu
równowagi i wywoªuje powstanie czynnika zwrotnego przywracaj¡cego
równowag¦.

Przy ustalonym poªo»eniu funkcja falowa opisuje drgania w danym punkcie.
Gdy ustalimy czas otrzymamy ksztaªt zaburzenia Ψ (x ′).

Gdy fala rozchodzi si¦ wzdªu» osi x ukªadu laboratoryjnego z pr¦dko±ci¡ v ,
z transformacji poªo»enia otrzymujemy funkcj¦: Ψ (x ′) = Ψ (x − vt).
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Zró»niczkujemy jednowymiarow¡ funkcj¦ falow¡ wzgl¦dem x :
∂Ψ
∂x = ∂Ψ

∂x ′
∂x ′

∂x = ∂Ψ
∂x ′

Poprzez dwukrotne ró»niczkowanie wzgl¦dem czasu otrzymujemy:
∂Ψ
∂t = ∂Ψ

∂x ′
∂x ′

∂t = −v ∂Ψ
∂x ′ ⇒ ∂2Ψ

∂t2
= −v ∂

∂x ′
∂x ′

∂t
∂Ψ
∂x ′ = v2 ∂

2Ψ
∂x ′2

Równanie fali jednowymiarowej: ∂2Ψ
∂x2

= 1
v2

∂2Ψ
∂t2

Z addytywno±ci pochodnych funkcji wynika zasada superpozycji fal:

Ψ (x , t) =
n∑

i=1

CiΨi (x , t)

Funkcja falowa fali harmonicznej ma posta¢:
Ψ (x , t) = A sin [k (x − vt)] = A sin

[
2π
(
x
λ −

t
T

)]
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Dla x = 0 otrzymujemy drgania harmoniczne w pocz¡tku ukªadu:
Ψ (0, t) = A sin (−kvt) = A sin (−ωt)

St¡d liczba falowa: k = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ

Dla t = 0 otrzymujemy przestrzenny ksztaªt zaburzenia:
Ψ (x , 0) = A sin (kx) = A sin

(
2π
λ x
)

Okres przestrzenny jest dªugo±ci¡ fali: λ = vT

Funkcja falowa w zapisie zespolonym: Ψ (x , t) = Ae i(kx−ωt+ϕ)

Faza funkcji falowej Φ = kx − ωt + ϕ jest funkcj¡ poªo»enia i czasu.

Pr¦dko±¢ fazowa vf

to pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ powierzchni staªej fazy:
Φ = kx − ωt + ϕ = const ⇒ x = ω

k
t + const′ ⇒ vf = ω

k
= λν

Adam Szmagli«ski (IF PK) Ruch falowy Kraków, 05.11.2016 4 / 19



Dla x = 0 otrzymujemy drgania harmoniczne w pocz¡tku ukªadu:
Ψ (0, t) = A sin (−kvt) = A sin (−ωt)

St¡d liczba falowa: k = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ

Dla t = 0 otrzymujemy przestrzenny ksztaªt zaburzenia:
Ψ (x , 0) = A sin (kx) = A sin

(
2π
λ x
)

Okres przestrzenny jest dªugo±ci¡ fali: λ = vT

Funkcja falowa w zapisie zespolonym: Ψ (x , t) = Ae i(kx−ωt+ϕ)

Faza funkcji falowej Φ = kx − ωt + ϕ jest funkcj¡ poªo»enia i czasu.

Pr¦dko±¢ fazowa vf

to pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ powierzchni staªej fazy:
Φ = kx − ωt + ϕ = const ⇒ x = ω

k
t + const′ ⇒ vf = ω

k
= λν

Adam Szmagli«ski (IF PK) Ruch falowy Kraków, 05.11.2016 4 / 19



Dla x = 0 otrzymujemy drgania harmoniczne w pocz¡tku ukªadu:
Ψ (0, t) = A sin (−kvt) = A sin (−ωt)

St¡d liczba falowa: k = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ

Dla t = 0 otrzymujemy przestrzenny ksztaªt zaburzenia:
Ψ (x , 0) = A sin (kx) = A sin

(
2π
λ x
)

Okres przestrzenny jest dªugo±ci¡ fali: λ = vT

Funkcja falowa w zapisie zespolonym: Ψ (x , t) = Ae i(kx−ωt+ϕ)

Faza funkcji falowej Φ = kx − ωt + ϕ jest funkcj¡ poªo»enia i czasu.

Pr¦dko±¢ fazowa vf

to pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ powierzchni staªej fazy:
Φ = kx − ωt + ϕ = const ⇒ x = ω

k
t + const′ ⇒ vf = ω

k
= λν

Adam Szmagli«ski (IF PK) Ruch falowy Kraków, 05.11.2016 4 / 19



Dla x = 0 otrzymujemy drgania harmoniczne w pocz¡tku ukªadu:
Ψ (0, t) = A sin (−kvt) = A sin (−ωt)

St¡d liczba falowa: k = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ

Dla t = 0 otrzymujemy przestrzenny ksztaªt zaburzenia:
Ψ (x , 0) = A sin (kx) = A sin

(
2π
λ x
)

Okres przestrzenny jest dªugo±ci¡ fali: λ = vT

Funkcja falowa w zapisie zespolonym: Ψ (x , t) = Ae i(kx−ωt+ϕ)

Faza funkcji falowej Φ = kx − ωt + ϕ jest funkcj¡ poªo»enia i czasu.

Pr¦dko±¢ fazowa vf

to pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ powierzchni staªej fazy:
Φ = kx − ωt + ϕ = const ⇒ x = ω

k
t + const′ ⇒ vf = ω

k
= λν

Adam Szmagli«ski (IF PK) Ruch falowy Kraków, 05.11.2016 4 / 19



Dla x = 0 otrzymujemy drgania harmoniczne w pocz¡tku ukªadu:
Ψ (0, t) = A sin (−kvt) = A sin (−ωt)

St¡d liczba falowa: k = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ

Dla t = 0 otrzymujemy przestrzenny ksztaªt zaburzenia:
Ψ (x , 0) = A sin (kx) = A sin

(
2π
λ x
)

Okres przestrzenny jest dªugo±ci¡ fali: λ = vT

Funkcja falowa w zapisie zespolonym: Ψ (x , t) = Ae i(kx−ωt+ϕ)

Faza funkcji falowej Φ = kx − ωt + ϕ jest funkcj¡ poªo»enia i czasu.

Pr¦dko±¢ fazowa vf

to pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ powierzchni staªej fazy:
Φ = kx − ωt + ϕ = const ⇒ x = ω

k
t + const′ ⇒ vf = ω

k
= λν

Adam Szmagli«ski (IF PK) Ruch falowy Kraków, 05.11.2016 4 / 19



Fala trójwymiarowa

Fala pªaska

to fala której powierzchnia staªej fazy jest pªaszczyzn¡.

Wektor falowy ~k

posiada warto±¢ odpowiadaj¡c¡ liczbie falowej, jest prostopadªy do
powierzchni staªej fazy i wyznacza kierunek rozchodzenia si¦ fali.

Czoªo fali
to powierzchnia staªej fazy odpowiadaj¡ca kraw¦dzi rozchodz¡cego si¦
zaburzenia.

�ródªo fali
to miejsce pierwotnego zaburzenia.
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Poprzez dwukrotne ró»niczkowanie trójwymiarowej funkcji falowej

Ψ (~r , t) = Ae i(
~k·~r−ωt) wzgl¦dem wspóªrz¦dnych poªo»enia i czasu

otrzymujemy: ∂2Ψ
∂x2

= −k2x Ψ, ∂2Ψ
∂y2

= −k2y Ψ, ∂2Ψ
∂z2

= −k2z Ψ,
∂2Ψ
∂t2

= −ω2Ψ.

∇2Ψ = ∂2Ψ
∂x2

+ ∂2Ψ
∂y2

+ ∂2Ψ
∂z2

= −
(
k2x + k2y + k2z

)
Ψ = −k2Ψ = k2

ω2
∂2Ψ
∂t2

st¡d równanie fali: ∇2Ψ = 1
v2

∂2Ψ
∂t2
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Fala spolaryzowana

Fala spolaryzowana liniowo

to fala której funkcja falowa jest wektorem o staªym kierunku w przestrzeni.

Dla fali harmonicznej: ~Ψ (~r , t) = ~Ae i(
~k·~r−ωt)

Dla bez¹ródªowej funkcji falowej:

div~Ψ = ~A grade i(
~k·~r−ωt) = i~k · ~Ae i(~k·~r−ωt) = 0 ⇒ ~k · ~A = 0

wektor ~A jest prostopadªy do kierunku rozchodzenia si¦ fali
(fala poprzeczna).
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Fala spolaryzowana koªowo

powstaje w wyniku zªo»enia dwóch liniowo spolaryzowanych fal
o amplitudach prostopadªych do siebie i tej samej warto±ci, przesuni¦tych
w fazie o π

2
:

~Ψ (~r , t) =
(
~A∓ i~A× ~k

k

)
e i(

~k·~r−ωt)

znak "�" oznacza polaryzacj¦ prawoskr¦tn¡,
znak "+" oznacza polaryzacj¦ lewoskr¦tn¡.

Polaryzacja koªowa prawoskr¦tna

oznacza wirowanie wektora falowego zgodnie ze wskazówkami zegara, gdy
jeste±my zwróceni w kierunku rozchodzenia si¦ fali.

W czasie jednego okresu T , w którym fala przesunie si¦ o swoj¡ dªugo±¢ λ,
wektor funkcji falowej wykona peªen obrót.
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Fala spolaryzowana koªowo

powstaje w wyniku zªo»enia dwóch liniowo spolaryzowanych fal
o amplitudach prostopadªych do siebie i tej samej warto±ci, przesuni¦tych
w fazie o π

2
:

~Ψ (~r , t) =
(
~A∓ i~A× ~k

k

)
e i(

~k·~r−ωt)

znak "�" oznacza polaryzacj¦ prawoskr¦tn¡,
znak "+" oznacza polaryzacj¦ lewoskr¦tn¡.

Polaryzacja koªowa prawoskr¦tna
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Fala w o±rodku

O±rodek w którym rozchodzi si¦ fala mo»na traktowa¢ w uproszczeniu jako
zbiór oscylatorów.
Zaburzenie wymusza drgania oscylatorów. S¡ one sprz¦»one z innymi
i w ten sposób przekazuj¡ energi¦ zaburzenia dalej.

W fali poprzecznej drgania odbywaj¡ si¦ prostopadle do kierunku
rozchodzenia si¦, a w fali podªu»nej równolegle.

Zasada Huygensa

Ka»dy punkt czoªa fali mo»na uwa»a¢ za ¹ródªo nowej fali kulistej.

Promie«
to prosta prostopadªa do czoªa fali, wskazuj¡ca kierunek rozchodzenia si¦
fali.
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Prawo odbicia fali od granicy o±rodków

Promie« padaj¡cy, promie« odbity i normalna do powierzchni granicznej
w punkcie padania le»¡ w jednej pªaszczy¹nie, zwanej pªaszczyzn¡ padania.
K¡t padania (mi¦dzy promieniem padaj¡cym a normaln¡ do powierzchni
granicznej) jest równy k¡towi odbicia (mi¦dzy normaln¡ a promieniem
odbitym).

Prawo zaªamania na granicy o±rodków

Promie« zaªamany le»y w pªaszczy¹nie padania.
Stosunek sinusów k¡tów padania i zaªamania jest równy stosunkowi
pr¦dko±ci fali w obu o±rodkach (wzgl¦dnemu wspóªczynnikowi zaªamania).

Interferencja

to nakªadanie si¦ fal prowadz¡ce do ich wzmocnienia lub osªabienia
w poszczególnych miejscach.
Warunkiem uzyskania interferencji jest spójno±¢ interferuj¡cych fal.
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Fale spójne

to fale dla których ró»nica faz nie zale»y od czasu.

Fale stoj¡ce

mog¡ powstawa¢ w wyniku superpozycji fal pªaskich biegn¡cych
w przeciwnych kierunkach:

Ψ = Ψ1 + Ψ2 = Ae i(kx−ωt+δ) + Ae i(−kx−ωt)

= Ae i(−ωt+δ/2)
[
e i(kx+δ/2) + e−i(kx+δ/2)

]
= 2A cos

(
kx +

δ

2

)
e i(−ωt+δ/2)

δ � ró»nica faz obu fal
np. przy odbiciu fali od sztywnej ±ciany jej faza zmienia si¦ na przeciwn¡:
δ = π
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Amplituda fali stoj¡cej zale»y od poªo»enia: 2A cos
(
kx + δ

2

)

Maksima amplitudy nazywamy strzaªkami:
kx + δ

2
= nπ ⇒ x = nλ

2
− δ

4πλ

Minima amplitudy nazywamy w¦zªami:
kx + δ

2
=
(
n + 1

2

)
π ⇒ x = nλ

2
+ λ

4
− δ

4πλ

Odlegªo±ci pomi¦dzy s¡siednimi strzaªkami lub s¡siednimi w¦zªami równe s¡
poªowie dªugo±ci fali stoj¡cej.
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Zjawisko Dopplera

polega na zmianie cz¦stotliwo±ci fali obserwowanej ν ′ w porównaniu
z cz¦stotliwo±ci¡ fali wysyªanej ze ¹ródªa ν. Ta zmiana cz¦stotliwo±ci
wynika z ruchu ¹ródªa lub obserwatora wzgl¦dem o±rodka w którym
porusza si¦ fala z pr¦dko±ci¡ v .

�ródªo fal poruszaj¡c si¦ z pr¦dko±ci¡ vz wysyªa dwa sygnaªy w odst¦pie
czasu równym ich okresowi drga« T . Sygnaªy te docieraj¡ do obserwatora
poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ vo w odst¦pie czasu T ′.
Zakªadamy »e kierunki pr¦dko±ci ¹ródªa i obserwatora s¡ te same.
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Dªugo±¢ odcinka drogi pomi¦dzy punktem wysªania pierwszego sygnaªu
przez ¹ródªo, a punktem w którym dotarª drugi sygnaª do obserwatora
mo»na podzieli¢ na dwa sposoby:

vzT + vt2 = vt1 + voT
′ ⇒ v (t2 − t1) = voT

′ − vzT

gdzie t1 i t2 to czasy przebiegu pierwszego i drugiego sygnaªu od ¹ródªa
do obserwatora.
Analogicznie dla czasu trwania przebiegu sygnaªów:

T + t2 = t1 + T ′ ⇒ t2 − t1 = T ′ − T

Po podstawieniu za ró»nic¦ czasu v (T ′ − T ) = voT
′ − vzT

otrzymujemy okres drga« odbieranych i ich cz¦stotliwo±¢:

T ′ = T
v − vz

v − vo
⇒ ν ′ = ν

v − vo

v − vz
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Pr¦dko±¢ fali w o±rodku spr¦»ystym

Przeanalizujemy rozchodzenie si¦ fali podªu»nej w dªugim, spr¦»ystym
pr¦cie o przekroju poprzecznym S .

Dziaªanie siªy F w czasie t powoduje przesuni¦cie pr¦ta na dªugo±ci l
o odlegªo±¢ ∆l .
Z Uogólnionej II Zasady Dynamiki: Ft = m∆v = m∆l

t

Masa cz¦±ci pr¦ta o g¦sto±ci ρ obj¦tej zaburzeniem: m = Slρ
Z prawa Hooke'a: σ = Eε ⇒ F = SE ∆l

l

Po przyrównaniu siª z obu wzorów: F = Slρ∆l
t2

= SE ∆l
l

st¡d pr¦dko±¢ fali w pr¦cie: v =
√

E
ρ
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W przypadku odksztaªce« obj¦to±ciowych lub postaciowych analogiczne
wyprowadzenia daj¡ pr¦dko±¢:

v = 1√
Kρ

lub v =
√

G
ρ

K � moduª ±ci±liwo±ci G � moduª sztywno±ci

Rozchodzenie si¦ fali gªosowej w gazach

odpowiada w przybli»eniu przemianom adiabatycznym (bez wymiany ciepªa
z otoczeniem):

pV κ = const κ = cP/cV

po zró»niczkowaniu: V κ dp + pκV κ−1 dV = 0 ⇒ dp = −κp dV
V

z prawa Hooke'a: dV
V

= −K dp

po podstawieniu: dp = κpK dp ⇒ K = 1
κp

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w gazie: v = 1√
Kρ

=
√

κp
ρ
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z otoczeniem):

pV κ = const κ = cP/cV

po zró»niczkowaniu: V κ dp + pκV κ−1 dV = 0 ⇒ dp = −κp dV
V

z prawa Hooke'a: dV
V

= −K dp

po podstawieniu: dp = κpK dp ⇒ K = 1
κp

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w gazie: v = 1√
Kρ

=
√

κp
ρ
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Fale gªosowe

Korzystaj¡c z równania stanu gazu doskonaªego p = ρ
µRT

otrzymujemy zale»no±¢ pr¦dko±ci d¹wi¦ku od temperatury:

v =
√

κRT
µ ≈

√
1,33·8,31·293

0,029
m
s
≈ 334 m

s

µ � masa cz¡steczkowa
R � staªa gazowa

Gªos albo fale akustyczne (d¹wi¦kowe)

to fale podªu»ne rozchodz¡ce si¦ w o±rodku spr¦»ystym.

Przeci¦tne ucho sªyszy d¹wi¦ki o cz¦sto±ci od 16Hz do 20 kHz .
Fale o cz¦sto±ci poni»ej 16Hz nazywamy infrad¹wi¦kami,
a powy»ej 20 kHz ultrad¹wi¦kami.
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D¹wi¦ki sªyszalne charakteryzujemy podaj¡c tzw. znamiona d¹wi¦ku:

1 wysoko±¢ (cz¦sto±¢ drga«),
2 gªo±no±¢ lub nat¦»enie (amplitud¦ drga«),
3 barw¦ (widmo akustyczne).

Najwi¦ksz¡ czuªo±¢ ucho przejawia w zakresie cz¦sto±ci 2− 3 kHz .

Gªo±no±¢ wzorcowa

to gªo±no±¢ d¹wi¦ku o cz¦sto±ci 1 kHz i nat¦»eniu I0 = 10−12W /m2

odpowiadaj¡cemu progowi sªyszalno±ci przy tej cz¦sto±ci.

Gªo±no±¢ d¹wi¦ku

o tej samej cz¦sto±ci i innym nat¦»eniu I : L = lg I
I0

Jednostkami gªo±no±ci s¡ bele [B] lub cz¦±ciej u»ywane decybele [dB].
Zwykªa rozmowa ma gªo±no±¢ okoªo 40 dB = 4B , tzn. jej nat¦»enie
d¹wi¦ku jest I/I0 = 10L = 104 razy wi¦ksze od progu sªyszalno±ci.
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Dla d¹wi¦ków o innej cz¦sto±ci ni» wzorcowa 1 kHz , gªo±no±¢ podajemy
w fonach (nie decybelach), gdy d¹wi¦k wydaje si¦ by¢ tak samo gªo±ny jak
d¹wi¦k o cz¦sto±ci wzorcowej i danej liczbie decybeli.

Obszar sªyszalno±ci mie±ci si¦ mi¦dzy doln¡ granic¡ zwan¡ progiem

sªyszalno±ci i górn¡ zwan¡ progiem bólu.

Próg sªyszalno±ci zale»y od cz¦sto±ci i ma minimum w obszarze najwi¦kszej
czuªo±ci.

Próg bólu prawie nie zale»y od cz¦sto±ci i wynosi okoªo 120 dB .

Fale stoj¡ce wzbudzone w ¹ródªach d¹wi¦ku maj¡ ró»ne cz¦sto±ci.
Poszczególne skªadowe harmoniczne ró»ni¡ si¦ amplitudami. Ucho sªyszy
pierwsz¡ skªadow¡ i z jej cz¦sto±ci¡ wi¡»e wysoko±¢ d¹wi¦ku.
Sum¦ wszystkich harmonicznych sªyszymy jako barw¦. Nat¦»enie
poszczególnych harmonicznych w zale»no±ci od ich cz¦sto±ci nazywamy
widmem akustycznym.
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