
Szczególna teoria wzgl¦dno±ci

Zdarzenie

to zjawisko �zyczne, którego rozci¡gªo±¢ w przestrzeni i czas trwania

mo»emy pomin¡¢. Charakteryzuje je wi¦c punkt przestrzeni x , y , z i chwila

t, w której zjawisko nast¡piªo.

Zaªó»my, »e ukªad inercjalny U ′ porusza si¦ wzgl¦dem drugiego ukªadu

inercjalnego U z pr¦dko±ci¡ ~u wzdªu» osi x . Osie obu ukªadów s¡ do siebie

równolegªe. Dla czasu t = t ′ = 0 pocz¡tki ukªadów wspóªrz¦dnych si¦

pokrywaj¡.
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Zakªadamy, »e ±wiatªo porusza si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ c we

wszystkich kierunkach. Obserwator O umieszczony w pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych U mierzy wspóªrz¦dne pewnego zdarzenia poprzez wysªanie

sygnaªu ±wietlnego w chwili t1 = t − x
c
. Sygnaª ten ulega odbiciu od

punktu materialnego P , le»¡cego na osi x i wraca do obserwatora O

w chwili t2 = t + x
c
. W taki "radarowy" sposób obserwator O ustala

wspóªrz¦dne zdarzenia w punkcie

P
[
x = 1

2
c (t2 − t1) , t = 1

2
(t1 + t2)

]
.

W taki sam sposób obserwator O ′ znajduj¡cy si¦ w pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych U ′, poruszaj¡cego si¦ w kierunku punktu P , wyznacza

wspóªrz¦dne punktu P
[
x ′ = 1

2
c (t ′

2
− t ′

1
) , t ′ = 1

2
(t ′
1

+ t ′
2
)
]
.

Aby znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy t1 i t ′
1
zakªadamy, »e obserwator O ustala

wspóªrz¦dne metod¡ "radarow¡" obserwatora O ′, oddalaj¡cego si¦ od

niego z pr¦dko±ci¡ u = s
τ :

s = 1

2
c (t ′′

1
− t1), τ = 1

2
(t ′′
1

+ t1).
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Droga sygnaªu ±wietlnego
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Obserwator O wysªaª sygnaª ±wietlny w chwili t1 mierzonej w swoim

ukªadzie U, sygnaª ten dotarª do obserwatora O ′ w chwili t ′
1
mierzonej

w ukªadzie U ′. Przyjmijmy, »e zmierzone czasy s¡ do siebie proporcjonalne

(t ′
1

= At1) poprzez staª¡ A zale»n¡ od pr¦dko±ci wzgl¦dnej ukªadów u. Po

odbiciu od obserwatora O ′ sygnaª powróciª do obserwatora O w chwili t ′′
1
.

Poniewa» wynik pomiaru pr¦dko±ci u oddalania si¦ ukªadów w obu

ukªadach musi by¢ identyczny, ze wzgl¦du na symetri¦ zachodzi

zwi¡zek t ′′
1

= At ′
1
z t¡ sam¡ staª¡ A.

St¡d t ′′
1

= A2t1, u = s
τ =

1
2
c(t′′1−t1)
1
2(t′′1 +t1)

β ≡ u
c

=
t′′1−t1
t′′1 +t1

= A2t1−t1
A2t1+t1

= A2−1
A2+1

βA2 + β = A2 − 1⇒ A2 = 1+β
1−β ⇒ A = 1+β√

1−β2
= γ (1 + β)
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Otrzymali±my wi¦c: t ′
1

= γ (1 + β) t1

St¡d t ′ − x ′

c
= A

(
t − x

c

)
czyli ct ′ − x ′ = A (ct − x)

Otrzymujemy równie» nast¦puj¡c¡ proporcjonalno±¢ dla sygnaªu

powracaj¡cego z punktu P : t2 = At ′
2
.

Wi¦c t + x
c

= A
(
t ′ + x ′

c

)
czyli ct ′ + x ′ = 1

A
(ct + x)

Po odj¦ciu stronami ko«cowych równa« ª¡cz¡cych wspóªrz¦dne punktu P

w obu ukªadach:

2x ′ = 1

A
(ct + x)−A (ct − x) = x

(
1

A
+ A

)
+ct

(
1

A
− A

)
= x 1+A2

A
+ct 1−A

2

A

= x 1−β+1+β
γ(1−β2)

+ ct 1−β−1−β
γ(1−β2)

= x2γ − ct2βγ

Czyli x ′ = γ (x − ut)
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Po podstawieniu wyniku do pierwszego z równa« ukªadu:

ct ′ − γ (x − ut) = A (ct − x)
ct ′ = γ (x − ut + ct − x + βct − βx) = γ (ct − βx)
Czyli t ′ = γ

(
t − u

c2
x
)

Aby znale¹¢ transformacje wspóªrz¦dnych y i z wybieramy punkt Q le»¡cy

na osi y ukªadu U, w którym ma wspóªrz¦dn¡ y 6= 0. Obserwator O

wyznacza odlegªo±¢ do Q wysyªaj¡c sygnaª ±wietlny y = 1

2
cT , gdzie T jest

czasem, po którym wraca odbity sygnaª. Czas zdarzenia Q wynosi t = 1

2
T .

Obserwator O ′ wysyªa swój sygnaª ±wietlny w takim czasie, aby sygnaªy od

obu obserwatorów odbiªy si¦ jednocze±nie. Wi¦c musi on wysªa¢ swój

sygnaª pod k¡tem ϕ wzgl¦dem osi x , aby cosϕ = β. Obserwator O ′

przypisuje zdarzeniu Q wspóªrz¦dne: x ′ = 0, y ′ = 1

2
cT ′ i t ′ = 1

2
T ′.
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Z tw. Pitagorasa: 1

4
u2T ′2 + y ′2 = 1

4
c2T ′2

y ′ = cT ′

2

√
1− β2 = cT ′

2γ

Z transformacji czasu wynika dla x = 0: T ′ = γT
Wi¦c dalej y ′ = cγT

2γ = cT
2

= y

Wyprowadzili±my wi¦c zwi¡zek pomi¦dzy wspóªrz¦dnymi tego samego

zdarzenia P w dwóch ukªadach wspóªrz¦dnych:

x ′ = γ (x − ut), y ′ = y , z ′ = z , t ′ = γ
(
t − u

c2
x
)
.

Zwi¡zek ten nazywa si¦ transformacj¡ Lorentza. Transformacj¦ odwrotn¡

mo»na otrzyma¢ zamieniaj¡c znaki przy pr¦dko±ci u.

Dla pr¦dko±ci u � c mamy γ ≈ 1 i β ≈ 0, a transformacja Lorentza
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Wnioski z transformacji Lorentza:

Dylatacja (wydªu»enie) czasu

mierzonego w ukªadzie U, wzgl¦dem czasu w ukªadzie poruszaj¡cym si¦.

Czas mierzony w ukªadzie, wzgl¦dem którego zegar spoczywa nazywa si¦

czasem wªasnym.

Zaªó»my, »e obserwator O ′ mierzy odst¦p czasu ∆t ′ = t ′
2
− t ′

1
mi¦dzy

zdarzeniami 1 i 2 zachodz¡cymi w pocz¡tku ukªadu U ′, x ′
1

= x ′
2

= 0.

Obserwator O wyznacza wspóªrz¦dne tych zdarze« w swoim ukªadzie U.

Z transformacji Lorentza dla wspóªrz¦dnych poªo»enia:

x ′
1

= 0 = γ (x1 − ut1), x ′
2

= 0 = γ (x2 − ut2),
a dla wspóªrz¦dnych czasu: t ′

1
= γ

(
t1 − u

c2
x1
)
, t ′

2
= γ

(
t2 − u

c2
x2
)
.

St¡d: ∆t ′ = γ
(
∆t − u

c2
(x2 − x1)

)
= ∆tγ

(
1− u2

c2

)
= ∆t

γ

Czyli: ∆t = γ∆t ′.
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Skrócenie (kontrakcja) odlegªo±ci

mierzonej w ukªadzie U, wzgl¦dem odlegªo±ci mierzonej w ukªadzie

poruszaj¡cym si¦.

Zaªó»my, »e obserwator O ′ mierzy odlegªo±¢ ∆l ′ = x ′
2
− x ′

1
= x ′

2
mi¦dzy

pocz¡tkiem swojego ukªadu wspóªrz¦dnych, i punktem P ′ le»¡cym na osi

x ′. Obserwator O wyznacza równocze±nie t = t1 = t2 poªo»enia tych

punktów x1, x2 w ukªadzie U.

Z transformacji Lorentza: 0 = γ (x1 − ut1), x ′
2

= γ (x2 − ut2)
po odj¦ciu stronami: ∆l ′ = γ (x2 − x1 − u (t2 − t1)) = γ∆l

Czyli: ∆l = ∆l ′

γ

Dla powy»szych skªadowych czasowych transformacja Lorentza:

t ′
1

= γ
(
t1 − u

c2
x1
)
, t ′

2
= γ

(
t2 − u

c2
x2
)
,
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odejmuj¡c stronami powy»sze równania otrzymujemy

∆t ′ = γ
(
∆t − u

c2
(x2 − x1)

)
= γ u

c2
∆x .

Poj¦cie równoczesno±ci jest wzgl¦dne, zale»y od ukªadu odniesienia,

w którym dokonuje si¦ obserwacji. Zdarzenia s¡ równoczesne w obu

ukªadach tylko wtedy, gdy zachodz¡ w tym samym punkcie.

Transformacja pr¦dko±ci

Wspóªrz¦dne dwóch kolejnych pomiarów poªo»enia i czasu dla cz¡stki

mo»na powi¡za¢ transformacj¡ Lorentza:

x ′ = γ (x − ut), y ′ = y , z ′ = z , t ′ = γ
(
t − u

c2
x
)
;

x ′ + dx ′ = γ (x + dx − u (t + dt)), y ′ + dy ′ = y + dy , z ′ + dz ′ = z + dz ,

t ′ + dt ′ = γ
(
t + dt − u

c2
(x + dx)

)
;

odejmuj¡c stronami odpowiednie równania otrzymujemy:

dx ′ = γ (dx − u dt), dy ′ = dy , dz ′ = dz , dt ′ = γ
(
dt − u

c2
dx
)
;
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Odpowiednie skªadowe pr¦dko±ci:

v ′x = dx ′

dt′ = γ(dx−u dt)
γ
(
dt− u

c2
dx

) =
dx
dt
−u

1− u

c2
dx
dt

= vx−u
1− u

c2
vx

v ′y = dy ′

dt′ = dy

γ
(
dt− u

c2
dx

) =
dy
dt

γ
(
1− u

c2
dx
dt

) =
vy

γ
(
1− u

c2
vx

)
v ′z = dz ′

dt′ = dz

γ
(
dt− u

c2
dx

) =
dz
dt

γ
(
1− u

c2
dx
dt

) = vz

γ
(
1− u

c2
vx

)

Transformacj¦ odwrotn¡ otrzymamy zamieniaj¡c odpowiednio wielko±ci

primowane i nieprimowane oraz zast¦puj¡c u przez −u:
vx = v ′x+u

1+ u

c2
v ′x

vy =
v ′y

γ
(
1+ u

c2
v ′x

)
vz = v ′z

γ
(
1+ u

c2
v ′x

)
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Interwaª czasprzestrzenny

mi¦dzy zdarzeniami 1 i 2:

s ′
12

= c2∆t ′2 −∆x ′2 −∆y ′2 −∆z ′2 =

c2γ2
(
∆t − u

c2
∆x
)2 − γ2 (∆x − u∆t)2 −∆y2 −∆z2 =

γ2
(
c2∆t2 − 2u∆t∆x + u2

c2
∆x2 −∆x2 + 2u∆x∆t − u2∆t2

)
−∆y2−∆z2

= γ2
[
c2∆t2

(
1− u2

c2

)
−∆x2

(
1− u2

c2

)]
−∆y2 −∆z2 =

c2∆t2 −∆x2 −∆y2 −∆z2 = s12
s ′
12

= s12 � interwaª jest niezmiennikiem transformacji Lorentza.
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W zale»no±ci od warto±ci interwaª czasoprzestrzenny s12 nazywamy:

czasopodobnym dla s12 > 0 � dla zdarze« 1 i 2 mo»na znale¹¢ taki

ukªad odniesienia U ′, w którym oba zdarzenia nast¦powaªyby

w punkcie o tych samych wspóªrz¦dnych przestrzennych. Odst¦p

czasu wyniesie wtedy ∆t ′ =
√
s ′
12
/c

zerowym dla s12 = 0

przestrzeniopodobnym dla s12 < 0 � mi¦dzy zdarzeniami 1 i 2 nie

mo»e by¢ zwi¡zku przyczynowego. Mo»na jednak znale¹¢ taki ukªad,

w którym zachodz¡ równocze±nie lub w dowolnej kolejno±ci.
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Z zasady zachowania p¦du i transformacji pr¦dko±ci wynika, »e masa jest

zale»na od pr¦dko±ci: m (v) = m0γ, gdzie m0 to masa spoczynkowa.

dW = ~F d~r = d~p
dt

d~r = ~v d~p = ~v d (m~v)

W =
u∫
0

~v d (m~v) = ~vm~v |u
0
−

u∫
0

m~v d~v = mu2 −
u∫
0

m0v dv√
1−(v2/c2)

=

mu2 − 1

2
m0c

2

u∫
0

d(v2/c2)√
1−(v2/c2)

= m0γβ
2c2 + m0c

2

(√
1− β2 − 1

)
= mc2 −m0c

2 = ∆mc2 = EK

Energia caªkowita cz¡stki

E = EK + m0c
2 = mc2

Energia i masa bezwªadna to dwie miary tej samej wielko±ci �zycznej. St¡d

ka»dej zmianie energii caªkowitej musi towarzyszy¢ zmiana masy

bezwªadnej cz¡stki i odwrotnie.
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2c2 + m0c

2

(√
1− β2 − 1

)
= mc2 −m0c

2 = ∆mc2 = EK

Energia caªkowita cz¡stki

E = EK + m0c
2 = mc2

Energia i masa bezwªadna to dwie miary tej samej wielko±ci �zycznej. St¡d

ka»dej zmianie energii caªkowitej musi towarzyszy¢ zmiana masy

bezwªadnej cz¡stki i odwrotnie.
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W granicy dla pr¦dko±ci v � c :

EK = ∆mc2 = m0c
2

(
1√
1−β2

− 1

)
= m0c

2
(
1 + 1

2
β2 + 3

8
β4 + . . .− 1

)
= m0c

2
(
1

2
β2 + 3

8
β4 + . . .

)
≈ 1

2
m0v

2

Zwi¡zek pomi¦dzy p¦dem, mas¡ spoczynkow¡ i energi¡ caªkowit¡ cz¡stki:

p2c2 + m2

0
c4 =

m2
0c

2v2

1−β2 + m2

0
c4 =

m2
0c

2v2+m2
0c

4−m2
0c

2v2

1−β2 =
m2
0c

4

1−β2 = E 2

Równanie ruchu w mechanice relatywistycznej:
~F = d~p

dt
= d(m~v)

dt
= m d~v

dt
+ ~v dm

dt
= m0γ

d~v
dt

+ ~vm0
dγ
dt

= m0γ~a + ~vm0γ
3β dβ

dt
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W mechanice relatywistycznej siªa ~F nie jest w ogólnym przypadku

równolegªa do przyspieszenia ~a.
d(m0γ)

dt
= 1

c2
d(m0c

2γ)
dt

= 1

c2
dE
dt

= 1

c2
~F~v

Z poprzedniego wzoru: m0γ~a + ~v
c2

(
~F~v
)

= ~F

st¡d: ~a = 1

m0γ

[
~F − ~v

c2

(
~F~v
)]

Adam Szmagli«ski (IF PK) Wykªad z Fizyki dla I roku WIL Kraków, 2.12.2013 16 / 18



W mechanice relatywistycznej siªa ~F nie jest w ogólnym przypadku

równolegªa do przyspieszenia ~a.
d(m0γ)

dt
= 1

c2
d(m0c

2γ)
dt

= 1

c2
dE
dt

= 1

c2
~F~v

Z poprzedniego wzoru: m0γ~a + ~v
c2

(
~F~v
)

= ~F

st¡d: ~a = 1

m0γ

[
~F − ~v

c2

(
~F~v
)]

Adam Szmagli«ski (IF PK) Wykªad z Fizyki dla I roku WIL Kraków, 2.12.2013 16 / 18



Ogólna teoria wzgl¦dno±ci

Masa wa»ka i bezwªadna

Masa bezwªadna (inercjalna) mb jako miara bezwªadno±ci, wyst¦puje

w drugiej zasadzie dynamiki Newtona ~F = mb~a.
Masa grawitacyjna mg charakteryzuj¡ca ¹ródªa i obiekty oddziaªywania

grawitacyjnego, wyst¦puje w prawie powszechnego ci¡»enia F = G
Mgmg

r2
.

Przyspieszenie swobodnego spadku ciaªa wynosi g = F
mb

= G
Mg

r2
mg

mb
.
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